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Introduction

Dans ce mémoire on étudie et on présente les différentes méthodes classiques et appro-
chées.

Aprés un rappel dans le premier chapitre de notions fondamentales de ’espace Lo,
les définitions de différentes types de ces équations : équations intégrales de Volterra,
équations intégrales de Fredholm et la liaison entre les équations différentielles linéaires et
les équations intégrales de Volterra, on présente dans le deuxiéme chapitre les méthodes
de résolution dites analytiques : résolvante de ’équation intégrale de Volterra, méthode de
Fredholm et les noyaux itérés, en illustrant ces méthodes par des exemples simples ce ci
pour les deux types de ces équations. Enfin, nous donnons quelques méthodes numériques
en incistant sur 'idée utilisée en général qui consiste a remplacer la partie intégrale de

I'équation par une somme finie (intégration numérique).



Chapitre 1

1.1 Propriétés fondamentales des fonctions de L,

— Une fonction f(z) non négative sur U'intervalle [a, b] est dite sommable sur cet intervalle
b
si [f(z)dx est finie.
a
— Une fonction f(x) de signe arbitraire est sommable sur [a, b] si et seulement s’il en est

b

de méme de la fonction |f(z)|, autrement dit, lorsque 'intégrale [ |f(z)|dz est finie.

Dans la suite nous aurons affaire a l'intervalle fondamental I = [a, b] ou (/o = [0, b))

et au carré fondamental Q = {a < z,t < b}(ou Qy = {0 < x,t < a}).

— Espace Ls(a,b). On dit qu'une fonction f(z) est de carré intégrable sur [a, b] si I'inté-

INCRE

existe (est finie). L’ensemble de toutes les fonctions de carré intégrable sur [a,b] sera

grale

noté Ly(a,b) ou Ly tout court.

1. Le produit de deux fonctions de carré intégrable est une fonction intégrable.
2. La somme de deux fonctions de L, est une fonction de L.

3. Si f(z) € Ly et si A est un nombre réel quelconque, alors



Chapitre 1.

4. Si f(z) € Ly et g(x) € Ly, on a 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

(/ab’f(x)g(x)\d:c>2 < /ab’f(x)\2dx/ab|g(:c)]2dq;_

5. Le produit scalaire de deux fonctions f(x) € Lo, g(x) € Ly est le nombre
b —
(19) = | f@iglds

6. On appelle norme d’une fonction f(x) de Lo le nombre non négatif

191 = [ 1@l de = ()

7. Pour f(x) et g(x) de Ly on a 'inégalité triangulaire :
L+ gl < 11+ lgll -

8. Soient f(x), fi(x), fa(z), ..., fu(z), ... des fonctions de carré intégrable sur (a,b). Si

b
lim [ [fu(2) = f(2)] do =0 lim ||f, — f], =0

n—oo

on dit que la suite de fonctions fi(z), fo(z), ... converge en moyenne ou, plus préci-

sément en moyenne quadratique vers f(x).

9. Si une suite {f,(z)} de fonctions de converge uniformément vers f(z) c’est-a-dire

converge en norme sup, alors f(z) € Ly et {f,(z)} converge en moyenne vers f(z).

10. On dit qu’une suite { f,,(z)} de fonctions de Ly converge en moyenne vers un de ses

propres éléments si a chaque € > 0 on peut associer un nombre N > 0 tel qu’on ait

b
/ [Fal) = fnla)P der < 2



Chapitre 1.

pour n > N et m > N. De telles suites sont appelées suites de Cauchy. Pour qu’une
suite {f,(x)} converge en moyenne vers une fonction, il faut et il suffit qu’elle soit
de Cauchy. L’espace Lo est complet, i.e. toute suite de Cauchy de Ly converge vers

une fonction de L.

11. Deux fonctions f(z) et g(x) appartenant a Ls(a,b) sont équivalentes sur (a,b) si
f(z) # g(z)

seulement sur un ensemble de mesure nulle. Dans ce cas, on dit que f(z) = g(z) presque

partout (p.p.) sur (a,b).

1.2 Equations intégrales de Volterra

1.2.1 Notions fondamentales

Une équation, a une inconnue ¢(x), de la forme :

o) = 1)+ A [ Ko thplt)de (L1)

ou f(x), K(x,t) sont des fonctions connues et A est un parameétre numérique, est appelée
équation intégrale linéaire de Volterra de seconde espéce. La fonction K (x,t) est le noyau

de l’équation de Volterra. Si f(x) = 0, I'équation (1.1])s’écrit :

o(x) = )\/I K(z,t)p(t)dt (1.2)

et s’appelle équation homogeéne de Volterra de seconde espéce.

Une équation, a une inconnue ¢(x) de la forme :

/ " K (e, Op(t)dt = (2) (13)

est appelée équation intégrale de Volterra de premiére espece.

4
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On appelle solution de I'équation intégrale( [L.1]), (1.2) ou (1.3)) une fonction ¢(z) qui, des

qu’elle est portée dans cette équation, la change en identité (en x).

Exemple 1.2.1 La fonction p(x) = a 12)3 est solution de l’équation intégrale deVolterra.
+x4)2

Aprés un calcul simple on trouve que la fonction vérifie [’équation :

oz) = 1—:x2 —/axl_fﬁgo(t)dt. (1.4)

1.3 Liaison entre les équations différentielles linéaires
et les équations intégrales de Volterra

La résolution de ’équation différentielle linéaire

dm
d_l’z + al(x)

dn—ly
dxnfl

+ ..+ ay(z)y = F(z) (1.5)

a coefficients continus a1 (z) (i = 1, ...,n) avec les conditions initiales :

y(O) = Cy,

v(0) =G, (1.6)

y"D(0) = Chy

\

peut étre ramenée a la résolution d’'une équation intégrale de Volterra de seconde espéce.

[llustrons notre affirmation sur ’exemple de I’équation différentielle du secon dordre

d*y dy
Tz T (@)= + as(a)y = F(z), (1.7)
y(0) = Co, ¥'(0)=Ch. (1.8)
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Posons :
d*y
dx?

= p(z).

D’o, vu les conditions initiales (1.8]), on obtient successivement :

d g g
=~ - / p(t)dt + Cy, y= / (x — t)p(t)dt + Crx + Cy.
dz 0 0

Nous avons utilisé la formule :

/x:dx/x:dm.../x:f(ac)dx: ﬁ/x:(x_z)nlf<z)dz'

n fois

(1.9)

(1.10)

Compte tenu de (1.9) et (1.10) mettons I’équation différentielle ([1.7]) sous la forme :

o(x) + /093 ai(x)e(t)dt + Crai(z) + /033 as(x)(z — t)p(t)dt + Crxas(x) + Coaz(x) = F(x)

ou

o(x) + /OJ»’ [a1(x) 4+ ag(z)(x — )] @(t)dt = F(x) — Crai(x) — Crzaz(z) + Coaz(x).

Posant :

K(z,t) = —[a1(x) + ag(z)(x — t)],
f(z) = F(z) — Ciay(z) — Crxas(x) + Coaz(x)
nous ramenons |’équation a la forme suivante :

o(2) = f(2) + / " K (o, )plt)dt,

i.e. nous obtenons une équation intégrale de Volterra de seconde espéce.

(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)

L’unicité de la solution de (|1.14]) résulte de 'existence et de I'unicité de la solution du
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probléme de Cauchy ([1.7))-(1.8) pour I'équation différentielle linéaire & coefficients continus
dans un voisinage du point x = 0.

Inversement, en résolvant I’équation intégrale (1.14]) avec K et f définis par les formules

(1.12)) et (1.13), puis portant ¢(z) obtenus dans la dérniére équation (1.10)), nous obtenons
la solution de (1.7]) vérifiant les conditions initiales (|1.8)).

Exemple 1.3.1 Formons [’équation intégrale correspondant a l’équation différentielle
y' +ay+y=0

et aux conditions initiales :

Posons :
— = p(x). (1.15)
Alors :

Z_z = /09” p(t)dt +y'(0) = /OI o(t)dt, y= /Ox(x —t)p(t)dt + 1. (1.16)

Portons (1.15) et (1.16) dans l’équation différentielle donnée, il vient :

o(x) + /09«“ xo(t)dt + /OI(J: —t)p(t)dt+1=0

ou

p(r)=-1- /Ow(Q:B — t)(t)dt.
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1.4 Equations intégrales de Fredholm

1.4.1 Notions fondamentales

On appelle équation intégrale linéaire de Fredholm de seconde espéce une équation de la

forme :

() = A / K (. p(t)dt = f(z). (1.17)

ou () est la fonction inconnue, K (z,t) et f(x) des fonctions données, z et ¢ deux variables
réelles parcourant I'intervalle (a,b) et un parameétre numérique.

La fonction K(x,t) est le noyau de I’équation intégrale ; on suppose que le noyau
K(x,t) est défini dans le carré Q = {a < x < b,a <t < b} du plan (z,t) et continu dans

(2, ou bien présente des discontinuités telles que 'intégrale

boopb
//\K(:U,t)\2<+oo

C’est-a-dire est finie.
Si f(x) # 0, 'équation est dite non homogeéne, dans le cas contraire, ’équation
intégrale s’écrit :

o(x) — )\/bK(x,t)gp(t)dt =0, (1.18)

et on dit qu’elle est homogene.

Une équation intégrale de la forme :

b
/ K(x,t)p(t)dt = f(z), (1.19)

ou la fonction inconnue () n’'intervient que sous le signe d’intégration, s’appelle équation

intégrale de Fredholm de premiére espéce.

Les bornes a et b dans les équations (1.17)), (1.18)), et (1.19) toute fonction p(x) telle

qu’apres sa substitution dans I’équation, celle-ci devient une identité en x € (a, b).
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Exemple 1.4.1 La fonction ¢(x) = sin ¢ est solution de I’équation intégrale de Fredholm

o) = 5 [ Kwsln =1,

ot le noyau est de la forme :

=
8
=
|
[\
] o
AN
8
INA
~
IA
\.H

IA

~
IA
8
IA
—_

En effet Mettons le premier membre sous la forme suivante :
7T2 1 7T2 T 1
o) =7 [ et = o) - T { [ Ko [ K opi)
0 0 T

= oo T { [ Dot + [ 2D e}

— o(z) — %2 {2 5 ’ /Ox to(t)dt + g /:(2 - t)cp(t)dt}

Portons dans [’expression obtenue sin

€T

% au liew de o(x), il vient :

2 ¢ gin Tt 1 sin 2t
sin -~ T (2—x)/ t 2dt+x/ (2 —t)—2dt ¢ = cost
2 4 .2 i

2

ce qui signifie par définition que p(z) = sin =

5 est solution de [’équation
intégrale donnée.
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Meéthodes de résolution

2.1 Résolution des équations intégrales a 1’aide des

résolvantes

2.1.1 Reésolvante de I’équation intégrale deVolterra

Soit I’équation intégrale de Volterra de seconde espeéce :

o(x) = f(z) + )\/093 K(x,t)p(t)dt, (2.1)

ou K(x,t) est une fonction continue pour 0 < z < a, 0 < t < z et f(z) est continue
lorsque 0 < z < a.
Cherchons la solution de cette équation sous la forme d’une série entiére illimités suivant

les puissances de A :
() = @o(x) + A1 (x) + Noo(x) + ... + N (z) + ... (2.2)

Portons formellement cette série dans (2.1]), il vient :

10



Chapitre 2.

o(x) = po(x)+Ap1(2)+... 4 X\ @n (2)+... = f(x)+A /OI K(x,t) [po(t) + Ap1(t) + ... + N (t) + ... dt

En procédant par identification nous obtenons :

o1(z) = / " K (@, ) o(t)dt = / " K (1) f(t)dr,

() = /0 K D (1)t = /0 Kt /O K 0) f(t)d, (2.3)

Moyennant les relations on peut définir successivement les fonctions ¢, (z). On montre
que, sous les hypotheses faites sur f(z) et K(x,t), la série ainsi obtenus converge
uniformément en z et ¢ pour tout A et x € [0,a] et que sa somme est la solution de
I’équation ([2.1]).
Ensuite, (2.3]) entraine
aile) = [ Koo

x t x x x

gpg(x):/o K(x,t) {/0 K(t,tl)f(tl)dtl] dt:/o f(ty)dty /tl K(x,t)K(t,tl)dt:/O Ko(x,ty) f(ty)dty

ou

KQ(IL‘,tl) = [z K(JZ,t)K(t,tl)dt

On établit de fagon analogue qu’en général :

on(x) = /Ow Ky(z,t)f(t)dt, (n=1,2,..). (2.4)

Les fonctions K, (z,t) s’appellent noyaux itérés et sont définies on le montre aisément, par

11
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les formules de récurrence :

Ki(z,t) = K(x,t)
Koor (1) = /tIK(:c,z)Kn(z,t)dz (n=12) (2.5)

Compte tenu de et I'égaliteé peut s’écrire :
o) = 1)+ 38 [ Kwsoa
v=1
Une fonction R(z,t; \) définie par la série :
R(x,t; \) = i AN Kyiq(z,t) (2.6)
v=0

est la résolvante (ou le noyau résolvant) de ’équation intégrale (2.1)).
Si le noyau K (z,t) est continu, la série (2.6) converge absolument et uniformément.

La résolvante R(z,t; \) satisfait a I’équation fonctionnelle suivante :
R(xz,t;\) = K(x,t) + /\/tw K(z,s)R(s,t; \)ds.
La solution de I’équation intégrale en fonction de la résolvante s’écrit comme suit :
o) = @)+ A [ RGN0

Exemple 2.1.1 Cherchons la résolvante de l’équation intégrale de Volterra a noyau K (x,t) =

1. On a Ky(z,t) = K(x,t) = 1. Conformément aux formules

Ky(z,t) —/ K(z,2)Ki(z,t)dz —/ dz =z —1t,
¢ ¢

12
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Kot = [ 1Kaa(e0s= [ 1'(<n o = <(n —r

Ainsi par définition,

S Nz — )"
R(a,t:\) =Y N'Epp(at) =Y % _ Aat),
n=0 n=0 .

Théoréme 2.1.1 L’équation intégrale deVolterra de seconde espéce

o) = f(2) + A / " K (o, (),

dont les noyaux K(x,t) et la fonction f(x) appartiennent respectivement o Lo(€y) et a

Ly(0,a), admet une solution et une seule dans Ly(0,a). Cette solution est donnée par la

formule :

o) = f(2) + A / " R(e, 0 F(0)dt,

ot la résolvante R(x,t; \) est définie par la série :
Rz, t;0) =Y N EKypa(x,t)
v=0

de noyaux 1térés qui converge presque partout.

2.2 Méthode de Fredholm

La solution de I’équation de Fredholm de seconde espéce est donnée par la formule :
b
o) = [ Ko thott)at = 1(2) (27)

13
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est donnée par la formule :

o(z) = F(z)+ A / Rz N f()dt (2.8)

ou la fonction R(z,t;\), dite Résolvante de Fredholm de I’équation (2.7)), est définie par

I’égalité :

D(x,t; \)
Rz, t; \) = ————— 2.9
sous la condition D(A) # 0. Ici D(z,t;A) et D(\) sont des séries de puissance de A :
D(z,t;\) = K(x,t) + i (_1>an(95 HA" (2.10)
) Y ot n! 9 ?
Dy =143 (2.11)
- —~ n! n Y *
avec les coeflicients ainsi définis :
K(z,t) K(z,t1) .. K(x,t,)
. ) K(t,t) K(t1,t1) ... K(ti,t,)
By (x,t) =/ / K(ts,t) K(to,t1) o K(ta,ty) |dty..dt,, (2.12)
a f ‘ a
K(tn,t) Kty t1) ... K(tn,tn)
et
Bo(]},t) - K(C(],t)
K(ti,t1) K(t1,ts) ... K(t1,t,)
) ) K(to,t1) K(ta,te) ... K(ta,t,)
Cr(z,t) :/ / K(ts,t1) K(ts,ta) ... K(ts,t,) |dti...dty,, (2.13)
a f 4 a
K(tp,t1) K(tn,ta) ... K(tp,t,)

14
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Les fonctions D(A) et D(x,t;\) sont respectivement le déterminant de Fredholm et le

mineur du déterminant de Fredholm. Si le noyau K(x,t) est borné ou si 'intégrale

borb
//|K(x,t)|2dxdt<+oo

est finie, les séries (2.10) et (2.11) convergent quelque soit et sont donc des fonctions
analytiques entiéres de .

La résolvante :
D(z,t; \)

R(z,t; \) = DOV

est une fonction analytique de A, sauf les A qui sont zéros de D(A) (D(A) = 0).

Exemple 2.2.1 A [aide des déterminants de Fredholm trouvons la résolvante du noyau

K(z,t) = ze'. Ensuite

t i1

LI zet zxe
Bl(l‘,t) = / dtl = 0,
0 tlet tletl

xel xel' gel?

1 1
BQ(xvt):/ / tlet tletl tletQ dtidty = 0,
0 0

tg et tg €t1 tg €t2

puisque les déterminants sous [ sont nuls. Il est évident que tous les By, (x,t) suivants sont

nuls eux aussi. Trouvons les coefficients C,, :

1 1
Ol = / K(tl,tl)dtl == / tletldtl = 1,
0 0

1 1 tletl t1€t2
Cl - / / dtldtQ - 0
0 Jo tgetl tzetz

Exemple 2.2.2 FEvidemment, tous les C,, suivants sont nuls. Dans notre cas, nous avons

15



Chapitre 2.

conformément aux formules (2.10) et (2.11) :

D(z,t;\) = K(x,t) = xze', DA\)=1-\

Donc
D(x,t; \) xe!

R(x,t; \) = DO =T

Appliquons le résultat obtenu a I’équation intégrale
b
o) = A [ aeo(t)dt = f) (1 £ 1)

D’apres la formule @,

xe!

o) = fla) A [ 7 e

En particulier, nous obtenons pour f(x) =e *

Remarque 2.2.1 Si les fonctios ¢1(x), pa(x), ..., on(x) sont solutions de ’équation ho-

mogéne de Fredholm, il en est également de leur combinaison linéaire

p(z) = 11 (x), copa(), oy catpn(2) = ) enpu(2)

ot ¢ (k=1,2,....,n) sont des constantes arbitraires.

16
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2.3 Noyaux itérés

2.3.1 Construction de la résolvante a ’aide des noyaux itérés

Soit ’équation intégrale de Fredholm

o(x) — )\/ K(z,t)p(t)dt = f(x). (2.14)

A Tinstar des équations de Volterra, I’équation de Fredholm peut étre résoudre par la

méthode des approximations successives. A cette fin on pose :

p(r) = f(@) + D ta(x)A", (2.15)

avec ¢, (z) définis par les formules :
b
)= [ Ko

dalz) = / K (. 1) (£)dt = / Kol )£ (1),

b b
wg(x):/ K(x,t)%(t)dtz/ Ks(z,t) f(t)dt,
et ainsi de suite.
Ici
b
Kg(a:,t):/ K(x,2)Ki(z,t)dz,
b
Kg(x,t):/ K(x,2)Ki(z,t)dz,

et en général

b
Ko, 1) = / K (2, 2) K1 (2, £)dz, (2.16)
n =12 .. et Ki(z,t) = K(z,t). Les fonctions K,(z,t) définies par les formules s’ap-
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pellent noyaux itérés. Elles vérifient la relation :
b
Ko, 1) = / Ko, 8) Koy (s, £)ds (2.17)

ol m est un nombre naturel quelconque inférieur a n.
La résolvante de 1’équation intégrale (2.14)) est définie en fonction des noyaux itérés de la
fagon suivante :

o
Rz, t;A) =Y XK, (,1). (2.18)
n=1
Le second membre est la série de Neumann du noyau K (z,t). Cette série converge pour

1
B’

B \//ab/ab|K(x,t)|2dxdt.

La solution de I’équation de Fredholm des seconde espéce ([2.14) s’exprime par :

I\ < (2.19)

avec

b
o) = f(a) + A [ Rl 00t

La borne ([2.19)) est essentielle pour la convergence de la série (2.18)). Mais 1’équation ([2.14)

peut également admettre une solution pour [A| > .

Exemple 2.3.1 Trouvons les itérés du noyau K(x,t) = x—t sia =0, b = 1. En Utilisant

les formules on obtient de proche en proche

Ki(z,t) =z —1t,
! z+1 1
Kg(x,t):/ (x —s)(s—t)ds = —at — -,
; 2 3
! x+t 1 x—1
K = — — S e
3(x,t) /0($ s)( 5 xt 3)d8 TR
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! 1 o+t 1

K t) = —— — —t)ds = —— —xt— =
! T+t 1 1 r—t

K, t) = —— — —at— =)ds = ——K t) =
o(#,1) = — 75 ; (z =) (5= —at = g)ds = =5 K2, 1) = o7
1 [t 1 1 o+t 1

1l en résulte que les noyaux itérés sont de la forme :

1. pour n impaire(n = 2k — 1) :

Kop_1(z,t) = —(_1—>k_1(a: —t);

12]’»‘71
2. pour n paire(n = 2k) :
(1) o+t 1
Kop(z,t) = — T ( 5~ xt — §)’

o k=1,2,...
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Méthodes de résolution approchée

des équations intégrales

3.1 Remplacement du noyau d’une équation intégrale
par un noyau dégénéré
Soit 1’équation intégrale donnée :

o(x) = F(z)+ A / K(z, t)o(t)dt, (3.1)

avec K (z,t) quelconque. On pense naturellement a remplacer de fagon approchée le noyau

K(z,t) et a accepter la solution ¢(x) de la nouvelle équation

b
B(x) = f(2) + A / Liz, 0p(t)dt

pour solution approchée de 1’équation proposée (3.1)). On peut prendre pour ce noyau
dégénéré L(z,t) (c’est-a-dire L(x,t) = X(x).T(t)) une série partielle de Taylor ou de

Fourier de la fonction K (x,t) par rapport a tout systéme de fonctions {u,(z)} complet
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orthonormé dans Ls(a,b), etc. Indiquons certaines estimations d’erreurs sur la solution de
(3.1) dues au remplacement du noyau donné par un noyau dégénéré.

Soit donnée deux noyaux L(z,t) et K(z,t). Supposons que :

b

/ K (2,4) — L(z,1)|dt < b,
et la résolvante R(x,t; \) de I'équation a noyau L(z,t) vérifie I'inégalité :
b
/ R(z,t;\)dt < R

et que |f(z) — fi(x)| <n. Sousl’hypothese :

1= |Alh(1+ A R) >0,

I’équation
b
o(x) = () + A / K (o, t)ol(t)dt,

posséde alors une seule solution ¢(x), et I'écart entre ¢(x) et p(x), solution de 1’équation

b
(@) = fula) + A / Lz, 1) (1),

est inférieur a
. N|)\|(1—|—|)\|R)2h
(@) = $()| < T 7

ou N est la borne supérieure de | f(z)].
Pour le noyau dégénéré L(zx,t) la résolvante Ry (x,t;\) se calcule aisement : si L(x,t) =

> Xp(x).Ty(t) et si'on pose :
k=1
b
/ Xi(2).Ts(t)dr = ag,

21



Chapitre 3.

on a :
D(x,t; \)
Rp(z,t;\) = —=02)
L(x7 ) ) D()\) )
ou
Tl(t) 1-— /\a11 _/\aln
D(fL‘,t, )\) = ’
T.(t) —Xap1 ... 1= Ddan,
1— )\&11 —)\CL12 —)\aln
—)\CL21 1-— /\CLQQ —)\(IQn
D(\) =
—)\anl —)\O,ng oo 1= )\ann

Les racines de D(\) sont les nombres caractéristiques du noyau L(z,t).

Effectuons une autre évaluation (A = 1). Soit :
K(x,t) = L(x,t) + Az, t).

L(z,t) étant le noyau dégénéré et A(x,t) possédant une petite norme dans une métrique.
Supposons que, Ry (x,t; \), Rr(x,t; \) sont les résolvantes respectives des noyaux K (z,t),

L(z,t) et ||[All, || Rx]l, || Re|| les normes des opérateurs aux noyaux correspondants. Alors :

le = @l < [IAIA+ 1R DA+ (R (LA (3.2)

La norme dans (3.2)) pouvant étre prise dans n’importe quel espace fonctionnel. La norme

de la résolvante Ry de tout noyau K(x,t) est évaluée par :

| K|
IRkl < —v 7
L— Al [|K]]
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Ceci étant, on a dans P'espace C'(0, 1) de fonctions continues sur le segment [0, 1]

K| = max/ K (2,1)| dt.

0<z<1

If]l = max [f(x)],

0<z<1

et dans l'espace de fonctions de carré sommable sur Q = {a < z,t < b}

K| < </ab/ab|K(x,t)|2dxdt)é
ruuz(LﬂﬂmFmﬁé

3.2 Remplacement de I’intégrale par une somme finie

Soit I’équation de Fredholm de seconde espéce

1 / Kz, )ot)dt = f(z) (3.3)

ou K(x,t) et f(x) admettent des dérivéés continues d’ordre requis et A est un nombre
donné.

Prenons une formule de quadrature :
b
/ O(x)de ~ Y Apd(ap), (3.4)

avec ry, Za, ..., T, les abscisses des points de [a, b] et Ay, As, ..., A, les coefficients indépen-
dants de la forme de la fonction ®(x).

Posons = =z, (k= 1,2,...,n) dans I'équation (3.3), il vient :

—A/Jﬂmiw@ﬁZf@w, (3.5)
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Moyennant la formule (3.4 replagons U'intégrale de la dérniére équation par une somme :

p(rr) =AY A K (2, ) p(z) = f(zr) k=12 ..n. (3.6)

m=1

Nous avons obtenus un systéme linéaire de n équations a n inconnues (1), p(22), ..., o(x,),
valeurs approchées de la solution ¢(z) aux points de base z1, zs, ..., x,. On peut prendre

pour solution approchée de 'équation (3.3|) sur le segment [a, b] la fonction suivante :

P(x) = f(x) + A Z A K (2, 2m)p(Tm),

m=1

dont les valeurs aux points z1, zs, ..., T, sont respectivement ¢(x1), ¢(x2), ..., p(z,).

Les valeurs des coefficients Ay et des abscisses x de (3.4) :

1. Formule des rectangles :
ry=a, ra=a+h,..,x,=a+ (n—1)h;

A1:A2:...:An:h, ol h= ]

2. Formule des trapézes :

3. Formule de Simpson (n =2m + 1) :
rr=a, Ta=a-+h,... Topi1 =a+2mh =b;

h 4h
Ay = Agmy1 = 3

N A2:A4::A2m:?,
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2h b—
A3:A5:...:A2m_1:—, ou h= a;
3 2m

3.3 Meéthodes des approximations successives

3.3.1 Equation intégrale de Volterra de seconde espéce

Soit I’équation intégrale de Volterra de seconde espece

o(@) = f@) A [ Koo (3.7

Supposons que f(x) est continue dans [0,a] et K(z,t) I'est pour 0 <z <a,0<t <z,

Prenons une fonction ¢g(z) continue dans [0, a] et

e1(z) = f(z) + )\/Of’f K(x,t)po(t)dt.

La fonction ¢ (x) est continue sur le segment [0, a]. En continuant le processus nous avons

la suite p(1), 9(22), s p(2), ..

ou

onlz) = F(2) + A / " Kt (1)t

Sous les hypotheses sur f(z) et K(z,t), la suite {¢,(x)} converge vers la solution de

I'équation intégrale (3.3]) lorsque n — +oc0.

Exemple 3.3.1 Par la méthode des approximations successives, on résoudre l’équation

intégrale

o(x) =1+ /01‘ o(t)dt

Posant po(x) =0, on a p1(z) = 1. Puis, de proche en proche,

gpg(x)zl—i-/ ldt =14z,
0
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T .T2
4,02(1‘):1—1—/ (I+t)dt=14+z+ —,
0

2
T t2 .T2 x3
=1 1+t+—=)dt=1 — + —.
o3(z) +/0(++2) tat oty

Et par suite, on a :
() 1+x+x2+x3+ + o
n(r) = —+ =4+ =4 ..
7 TRACTIRE (n—1)

Donc () est la n-iéme somme partielle de la série Y L = €. D’ot g, (x) — €® lorsque

n=0

n — +oo. On vérifie que la fonction p(z) = e* est solution de l’équation proposée.

3.3.2 Equations intégrales de Fredholm de seconde espéce

Soit I’équation intégrale de Fredholm de seconde espéce

o) = f(z) + A / K (x t)p(t)dt.

Construisons la suite {¢, (z)} moyennant la formule de recurrence

b
pn(z) = f(z) + A/ K (x,t)gn_1(t)dt.

(3.9)

On considére les fonctions ¢, (x) (n = 1,2, ...) comme les valeurs approchées de la solution

de ’équation (3.8]), 'approximation initiale p(z) pouvant étre arbitraire.

Dans la condition :

1 b b
A<, ou B= \// / |K ()| dadt.

La suite (3.9) converge vers la solution de I’équation (3.8)) dans la métrique de La(a,b).
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L’erreur sur la (m + 1)-iéme approximation est évaluée en module par 'inégalité :

P
1—|\B]

b b
Pyl [ 1), \// oo, AZ\/rgag(b/ Ko t)

Exemple 3.3.2 En procédant par approximations successive, on trouvons la solution de

|p(2) = @ma(2)] < ABTHAB[™ (@ + (3.10)

ou

[’équation

o(z) = /01 w2 o(t)dt + 1. (3.11)

En effet po(x) =1, Alors :

1
o1(x) = / at?ldt+1=1+ %,
0

1

S(1+7)

1
pa(x) = / rt? (14 = )dt +1=1+—
; 3 3

! t 1 1.1
= Lllria+)dt+1=1+201

1 1
Omi1(x) =1+ 3(14—4—!-@—!— +4—m)
D’otu
Jim g (@) =14 g2
Nous trouvons que
plz) =1+ gx

est solution de [’équation .

L’erreur sur la (m + 1)-iéme approximation est évaluée par l'inégalité (3.10)). Dans notre

cas :
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A=1 ®&=1 F=1, A=21 B=

1 1
V5’ V15’

de sorte que

29 4+ /15
|90<CL’) - me+1(517>| < m

3.3.3 Equations intégrales de Fredholm de premiére espéce

Soit I’équation intégrale de Fredholm de premiere espece

b
/ K(z,)e(t)dt = f(z) (3.12)

a K(z,t) symétrique, de carré sommable, défini positif et f(z) € Lo [a,b].
Supposons que (3.12) admet une solution unique.

La suite {¢n(x)} définie par la relation :

porse) = ) + 2 0~ [ Ko t0ea(t] (3.13)

ol wo(x) € Lafa,b] et 0 < A < 2X; (A étant le plus petit nombre caractéristique du noyau

K(z,t)), converge en moyenne vers la solution de 1’équation (3.12]).

Exemple 3.3.3 On considére l’équation intégrale :

1
/ K(x,t)p(t)dt = sinmz,
0

ol

(3.14)

Elle admet une solusion o(x) = msinmx et cette solution seulement. Le noyau a

pour le plus petit nombre caractéristique la valeur \; = 2.

Formons les approximations selon la formule (3.13]) tel que go(x) = 0 et A = 1 < 2.
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Nous obtenons :

p1(z) = sinmzx,
pa(x) =sinmz + (1 — F) sinz,

1 1
@3(r) = sinTx 4 (1 — =) sinmr + (1 — —)?sin 7,

2 2
: 1 L L
Oni1(z) =sinmz |1+ (1 — F>+(1 - F> + ..+ (1- ﬁ) :
On voit que
lirf on(r) = 7 sinmx
donne la solution exacte de I’équation proposée.
3.4 Méthode de Boubnov-Galerkin
Soit & chercher une solution approchée de ’équation intégrale
b
o(x) = f(x) + )\/ K(x,t)p(t)dt. (3.15)

Par la méthode de Boubnov-Galerkin. On choisit un systéme de fonctions {u,(x)} com-
plet dans Ly(a,b) et tel que, quel que soit n, les fonctions uy(x), us(x), ..., ui(z) soient

linéairements indépendantes, et on cherche une solution approchée ¢, (z) de la forme :

on(x) = Z apug(z). (3.16)

Les coefficients a; (k = 1,2, ...,n) se définissent & partir du systéme linéaire

b
(o), ur(2)) = (f (), ur(z)) + A(/ K (x, t)p(t)dt, up(x)) (3.17)
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ou (f,g) désigne fabf(:v)g(x)dm et ou on remplace @, (z) par Zn: apug(z).Si la valeur de
A dans (3.16) n’est pas un nombre caractéristique, alors, pofl?n sufisamment grands,
le systéme admet une solution unique et lorsque n — +o0, la solution approchée
on(x) de tend, dans la métrique de Ls(a, b), vers la solution exacte ¢(x) de I’équation

(3.15).

Exemple 3.4.1 On résoudre par le procédé de Boubnov-Galerkin I’équation suivante :

o)== —1—/_ xtp(t)dt. (3.18)

1

Choisissons pour systéme complet sur [—1, 1] un systéme de polynoémes de Legendre P,(x)

(n=0,1,2,...) et cherchons une solution approchée p, () de de la forme :

3x2 —1
2

w3(r) = a1.1 4 agx + as

Portons dans w3(x) a la place de ¢(x),il vient :

322 — 1 ! 3t2 -1
ay + asx + as 5 =x+ xt(ay + ast + as ) )dt
-1

ou

3z2—1 2
’ 5 =2 + T3 0z. (3.19)

a1 + asx + as

L. . . . . 2_
En multipliant successivement les deux membres de la derniére équation par 1, x, 3””2 Loet

en intégrant par rapport a x de —1 a 1, nous obtenons :

2&1 = 0,
2 2+4
—Q — Qa
32 3"9%
2 0
_a f—
5 3
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Dot a; =0, ay = 3, a3 = 0, et donc p3(x) = 3x. On vérifie de suite que c’est la solution

ezacte de (3.18).
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Conclusion

La résolution des équations intégrales par les méthodes classique est limité & des cas
simples, d’ou 'utilisation des méthodes approchées qui sont simples & mise en oeuvre avec
les moyens de calculs scientifiques.Ces méthodes approchées conduisent a la résolution de

systéme linéaire.
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Annexe : Abréviations et Notations

Les différentes abréVariations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont ex-

pliquées ci-dessous.

LQ [a, b]
C'|a, b]
K(x,t)

¥

Classe des fonctions de carré intégrable.
Enssemble des fonctions continues sur [a, b] .
Noyau de I’équation intégrale.
La fonction inconnue dans I’équation intégrale.
Solution approchée.
Parametre numérique.
La résolvante (le noyau résolvant).
Le déterminant de Fredholm.

Le mineur du déterminant de Fredholm.
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