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Introduction

Au cours des derniéres années entre (1920-1940) c’est le début de la théoréme des valeurs
extremes(TVE) quels sont considérons une branche des statistiques ,quand plusieurs des
sientifiques travaillont par des bases théorique pour les valeurs extremes .Il y a deux
statisticens britaniques (R.AFisher et L.H.C Tippett 1928),on déduit la forme limites de
la fonction de répartitions des maximas de ’échantillon des variables aléatoires .En 1943
Gnedenko a apporté des conditions nécessaires et suffisantes pour la convergence faible
dont la probabilité d’aparition

Les événements extremes sont généralement des événements rares .Le but de la théoréme
des valeurs extremes(TVE) est de modéliser et de décrire la servenue et I'intensité d’éve-
nement dits rares ,elle se repose principalement sur des distributions limites des extremes.
Pour une présentation assez compléte du sujet,nous renvoyons a l'ouvrage de référence de
Embrechts, Kliippelberg et Mikosch (1997) rappelant les principaux résultats théoriques
sur la TVE et a Reiss et Thomas (2001) qui proposent un certain nombre d’exemples
pratiques, en finance, en assurance et en sciences environnementales ,les applications ont
commencé suite aux travaux de Gumbel en 1958.

La modélisation des événements extrémes (tremblement de terre, inondation, accidents
nucléaires, crises financiéres, krachs boursiers, chocs pétroliers,...etc.) est aujourd’hui un
champ de recherches particuliérement actif, notamment par I'importance de leurs im-
pacts économiques et sociaux.On a retrouve deux modéles :("loi généralisées des ex-

tremes GEV"),("loi de paréto généralisées GPD" et leurs domaines d’attractions de Fré-



Introduction

chet,Weibull et Gumbel ,cette derniére est un cas particuliére de la distribution des valeurs
extremes pour modéliser la distribution du maximum ,la distribution de Gumbel est plus
utilisée en hydrologie et climatologie pour éstimer des valeurs extremes par plusieurs des
méthodes d’éstimation nous les montionnons méthode des moments , L.moment, maximum
de vraisemblance et des moments pondérers généralisées

Ce mémoire est organisée en deux chapitres :

chapitre 01 : est consacré a présenté des quelques idées théorique sur la théorié des valeurs
extremes (T'VE) nous montionnons la définition des statistiques d’ordre et les distributions
limites et leurs domaine d’attraction nous parlons aussi sur I’éstimation d’indice des valeurs
extremes et la méthode (POT).

chapitre 02 : dans ce chapitre on a présenté la distribution de Gumbel avec des propriétés
et des relations de cette distribution on suite on discute ’estimation pour la loi de Gumbel

avec des méthodes d’éstimations.



Chapitre 1

Quelques rappels sur la théorie des

valeurs extrémes

La théorie des valeurs extrémes a été crée pour la modélisation des événements rares. Elle

joue un roéle tres important pour 1’étude de la mésure et la gestion des risques énanciére.

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions essentielles sur la théorie des valeurs
extrémes (TVE). Nous commengons d’abord par la définition des statistiques d’ordre, en-
suite nous présentons les distributions limites des extrémes et leurs domaines d’attraction
et présentée I’éstimation d’indice des valeurs extrémes et on a trouver la méthode peak

over threshold (POT).

1.1 Présentation de la théorie des valeurs extrémes

1.1.1 Statistique d’ordre

Soit X7, ..., X,,, n variables aléatoires (iid) de distribution commune F' () est une fonction

de répartition

F(x)=Pr(X <uz). (1.1)



Chapitre 1. Quelques rappels sur la théorie des valeurs extrémes

On concidére les variables aleatoires rangés par ordre croissant comme suit

Xip <o € Xpims

appeler statistique d’ordre.

Proposition 1 (Fonction de répartition de la k" statistique d’ordre) Soit X,

est la k™ statistique d’ordre alors :

Fr, @ = () F@IL-F@P 1< k<

- 1
i=k

Définition 1 (Fonction de répartition empirique) La fonction F,, est donnée par
F, (x) 12":1 (X)), zeR (1.2)
n\T)= — —00,T i), .
[ et
la fonction inverse généralisée de F' notée par QQ, telle que
Q(t)=F"'(@t) =inf{s, F(s)>t},0<t<1.
Proposition 2 Les termes du maximum et du minimum est notée par :

Xy, =min (X, ..., X)) (X1, le statistique du minimum,) (1.3)

Xopn =maz (Xy,...,X,,) (X, le statistique du mazimum) (1.4)

1.1.2 Distribution du maximum et du minimum

La formule du distribution exact est

Fx, ., (z)=[F(2)]" , —c0 <z <400 (1.5)

4



Chapitre 1. Quelques rappels sur la théorie des valeurs extrémes

Py, (@)=1-[1-F()]", —oco<z<+oo (1.6)
Par la dirivation des deux expressions [L.6]1.5plors :
Fxon (@) = nll— F@I"™ f(z) —o0<a<+oo
fxon (@) = n[F @] f(2) —o00 <7 < +00

1.1.3 Théoréme de Fisher et Tippet 1928 Gnedenko 1943

Considérons n variable aléatoires Xj......X,, (iid) de meéme loi et notons S,, = X; +...+ X,
leur somme.Si ’espérance et la variance de ces variables aléatoires sont finies,le théoréme

central limite(TCL) permet d’affirmer que :

Sp —nE (X)

lOi]V 1
N7 (0.1)

Sn—an
b

n

Ce théoreme permet de connétre le comportement de pour des suites a,,b, ,de
cas symétrique le résultat de EVT est donné les lois limite du maximum corréctement

normaliser par des suites normalisantes a,,, b,

Soit (Xy),>, une suite de variable aléatoire (i.i.d) avec [1.1}S"il existe deux suites normli-

santes réelles ((onn)n21 >0, (bn),>1 € R) et une loi non-dégénérée H telle que :

)(nn - Un .
lim Pr (b—a S:L') = lim F" (a, +byz) = Hy(z),Vz €R

n—od n—oo

alors A, U, et ¢,sont les distribution limites possibles pour le maximum.

A(z) = exp(—exp(—x)) ,z€R (distribution de Gumbel) (1.7)



Chapitre 1. Quelques rappels sur la théorie des valeurs extrémes

1 , x>0
U, (z) = (distribution de Weibul (a<0))

exp (= (=)%) , =<0

0, x<0
ba (z) = (distribution de Fréchet (a>0))

exp(—z7*) , z >0

Exemple 1 (Cas de la loi exponentielle) Supposons F suit une loi exponentielle de

paramétre 1 donc F () =1 —exp (—z).En posant a,, =log(n),b, =1

X
Pr (%an < x) = F" (byx + a,)

= Pr (X, < 2 +log(n))
=Pr[X <a+log(n)]"

n

= (1 — exp (—z — log (n))
= <1 + % exp (—m))n-

— exp (— exp (=) ="~ A ()

1.2 Distribution généralisée des valeurs extrémes

La distribution généralisée des valeurs extrémes (GEV) notée par :

exp{— [1+§(y%)}_f} pour 1+§(y—u) >0 (1.8)

exp (— exp (—;)) pour (=0 ,yeR
avec 1 € R, 0>0.

En remplacent >* par x on a trouvée la formule suivant :

s

exp |— (1 +&x)” si ££0,14+&x>0
He (z) =

exp(—exp(—z)) si {=0,z€R



Chapitre 1. Quelques rappels sur la théorie des valeurs extrémes

La fonction de densité est donnée par :

he (x) = s (1+&(%H) exp(—(1+gy%u) ) S €40
) - )

— si £=0
L. Si¢=21>0alors ¢, (z) = H (

L (exp (—exp (—

2) (a(z—1)).
2. Sié= —i < 0 alors ¥, (z) = H(—l

LY (a(z+1)).
3. Si€¢=0alors A(z) = H(0)

1.2.1 Fonctions a variation réguliére
Une fonction mésurable g : R — R™ est a variation réguliére (¢ € RV («)) . a linfini si
et seulement si il existe un réel a tel que :

limtﬂw% = 2%, (z>0)

(1.9)
Les fonctions a variation lente sont notées [(z) on a :

o~
—~
~~
8
~—

limtﬂoo

Exemple 2 Soit [ (z) une fonction logarithmique telque : [ (t) = log (t) d aprés la formule
de I’Opitale on a :

log (t =
m 0g () = lim & =1
t—o00 10g (t) t—o0 n
Alors | () est a variation lente.

Théoréme 1 (Représentation de Karamata) [ est une fonction a variation lente si
et seulement st

I (2) = a (z) {—/1 @dt},(po)



Chapitre 1. Quelques rappels sur la théorie des valeurs extrémes

ol

a(r) =400 aya € 10,00 et g(t) —4-00 0 .

Proposition 3 (Condition avariation réguliere du premier ordre) si viréfie les équi-

valents suivants :

F e DA <¢_;> & 1—F(x) est avariation réguliere d’indice (—1)

1—F(tx) 1 U(tx)

Frp % (x>0) < lim; o % = ¢

<~ hmt_,oo

avec la fonction de valeurs extreme de quantile U notée :

Ut)y=F1'1-1/t)=(1/F)"(t),t > 1.

1.2.2 Caractirisation des domaines d’attractions

Dans cette partie nous allons trouver trois domaine d’attraction différent. Soit F'(x) une
fonction de répartition avec o un indice de valeur extréme et [ une fonction & variation
lente ou a,,, b, les constantes du normalisation.

Domaine d’attraction de ¢,

Théoréme 2 F (x) appartient au domaine d’attraction de Fréchet avec (a>0) ssi xp =

+oo et 1—F(z)=a(x)

Si F e DA(¢,) alors :



Chapitre 1. Quelques rappels sur la théorie des valeurs extrémes

F une fonction de distribution absolument continu avec la densité f si :

lim . 28

1—F (x)
Alors F € DA(¢,) .

Exemple 3 (Loi de Pareto) Soit F (x) une fonction de répartition de loi de Pareto

telque (z,a)0) :

Fz)=1—-2"¢
f(z) =z
on a : limy_, ?‘((;) = llmx_'zFawzf; v a)0

)
Alors F € DA(¢o) eta, =F ' (1—21) b, =0
D’ou :lim,_ Pr (@ < :U)
= liMy—oo Pr <Xn7n < néx>
= lim,, oo F™ (né x)

= lim, o <1 - %) =exp (—x7%)

Domaine d’attraction de V¥,

Théoréme 3 F (z) appartien au domaine d’attraction de Weibull avec (a<0) ssi xp<+00

et [1 — F(z)] (zp— L) =27l (2). Si F € DA(Y,) alors :

X - Un
Pr (%a < x) — oo Yo ()

1
an:xF—F_l(l——), b, = xF
n



Chapitre 1. Quelques rappels sur la théorie des valeurs extrémes

F une fonction de distribution absolument continu avec la densité f qui est positive sur

un certain intervalle fini (t,xF'). Si

i @ =0 [ (@)

=a>0
e 1—F(z) O

Alors F € DA(Y,) .

Domaine d’attraction de A,

Définition 2 (Fonction de Von Mises) F une fonction de distribution est dite fonction

de Von Mises avec la fonction auxiliaire b tel que :

1—F(x):aexp{—/j$}, t < z<ap(a>0)

et b est une fonction positive absolument continue ( par rapport la mésure de Lebesgue)

avec la densité b ayant :

lim &' (z) = 0. (1.10)

T—IT R

Théoréme 4 F (z) appartient au domaine d’attraction de Gumbel ssi ( t<zp) tels que

l—F(x):c(m)eXp{—/tIZ((j;} Lt < 1< ap (1.11)

et ¢ et h sont des fonctions mésurables tels que ¢ (z) — ¢>0, h(z) — 1 quand z — zp.

Avec|1.10[ Si F € DA(A,) alors :

10



Chapitre 1. Quelques rappels sur la théorie des valeurs extrémes

soit F" une fonction de Von Mises absolument continue sur un certain intervalle fini (¢, xp)

avec La fonction auxiliaire notée :

La figure suivant expliquer les densités de loi GEV :

(1.12)

=
m I I‘
L -
! Frechet
Vel
i J —  ESumbel
=
= i
P !
e S— |' Y
= e
& _ }/ O
[ ' k! -
I_.-"f e
] i S
- i I —_ m—
Lo
T T T T
-4 -2 2 4

Fic. 1.1 — La densité de loi GEV,les courbes rouge, verte et bleu correspondent respecti-
vement aux d’indices é= 1 et =-1,6 =0

Dans ce tableau on a expliquée quelques domaine d’attraction du certaine lois :

Domaine d’attraction | Gumbel (o = 0) | Weibull (a<0) | Fréchet(a>0)
Normale Cauchy.
Exponentielle Beta Parito
Lois Gamma Uniforme .Student
Weibull Cauchy
Lognormale loggamma

TAB. 1.1 — Les domaines d’attractions des quelques exemple de lois classés

11



Chapitre 1. Quelques rappels sur la théorie des valeurs extrémes

1.3 Estimation de l’indice de queue

Les deux éstimateurs les plus populaires sont les éstimateurs de Hill (1975) et de Pi-
ckands (1975), il y’a aussi des méthodes d’éstimation comme la Méthode du maximum
de vraisemblance, méthode des moments pondérés et la méthode des moments pondérés
généralisés . On note X ,, ........ , Xnn les statistiques d’ordre associées a Xi, ........ , X, .n
variable aléatoire (iid) de fonction de répartition F' avec ¢ 'indice de queue réel et k le

nombre des exces (1<k<n).

1.3.1 Estimateur de Hill

L’estimateur de Hill utilise plus pour domaine de Fréchet (a>0) et notée par la formule

suivant :

k

Ak 1

() — . > log (Xp-it1n) — log (Xo—pn) (1.13)
=1

1.3.2 Estimateur de Pickands

Sa formule de I’éstimateur de Pickands est donnée par :

(ko 1 ank+1 n — “An—2k+1,n
[ — Y ’ ’ 1.14
P In2 Xn72k+1,n - an4k:+1,n ( )

1.3.3 L’estimateur des moments

C’est un estimateur proposé par Dekkers et al [4]. Comme pour l'estimateur de Hill, il

n’est utilisable que pour le domaine d’attraction de Fréchet (a>0).Cet estimateur est

défini par :
@y
- A 1 m

avec &) = z Zle (log (Xn—is1n) — log (Xn_kn))", pour (i = 1) on trouve I’éstimateur de

Hill £,

12



Chapitre 1. Quelques rappels sur la théorie des valeurs extrémes

1.3.4 Estimateur du maximum de vraisemblance

Soit I'échantillons X = (X3, Xy, ...., X,,) iid de densité pe,, (X) avec 0 = (§, p,0) la

formule de la fonction de vraisemblance est :
L(0,X)=]]po(X)
i=1

L’éstimateur 6 est donné par la résolution suivant :

Ologl(0) _
00 0

92 log 1(0)

20 < 0.

D’autre part si £ = 0 ( loi de Gumbel) la fonction logarithmique de vraisemblance no-

tée :

o - o
=1

log L (0, 1,0, X) = —nlogo — > exp (_a:i —u) oy it}
=1

par la dirivation de cette fonction de deux paramétre , nous trouvons la forme suivant

pour résoudre :

a0 o DI A e (<55 1] = 0
%ugl:o & n= 3 exp (= =) =0

1.4 La méthode Peaks Over Theshold

1.4.1 Définitions

La fonction de répartition

La méthode des exés ou le dépassement d’un seuil sont formé & observer toutes les valeurs

d’axcédent de certain seuil élevé, le but est d’analyser leurs comportement asymptotique.

13



Chapitre 1. Quelques rappels sur la théorie des valeurs extrémes

Soit Xy, X5 ..X,,, n variable aléatoire (iid) de fonction de répartition F,on définit les excés

par y; = x; — u (u appelé le seuil). La formule de la fonction de répartition est,

F,(y)=Pr(X —u<y/X >u)

:F(u+y)—F(u)
1—F(u)

pour 0 <y < xp—u, ceéquivalent avec :

_ _ F(z) = F(u)
F,(x)=Pr(X <z/X >u)= I~ F ) , pour = >wu
A Xx
X Xs X¢
X Yy
V| ‘ y; | Y
U— - —_-— — e — e — et R e S
Xi | -

Fia. 1.2 — Méthode des excés

1.4.2 Théoréme de pickands-Belkema-de Haan

L’objectif de ce théoréme est pour la modélisation des excés ,elle est 1ié entre la loi GPD et

le comportement asymptotique de la distribution des excés ,soit 1’échantillons : X1, ..., X,

14



Chapitre 1. Quelques rappels sur la théorie des valeurs extrémes

n variable aléatoire (iid) comune de distribution de F

Théoréme 5 Soit F appartient au domaine d’attraction de la distribution limite des
queues associé avec la fonction des exés F, (y) ssi s’il exist un fonction positive p (u)

tell que :

lim  sup |F,(y) — HELD) (y)| =0

UTYF 0<yp<yr—u

et Hgﬁ% la distriution de Paréto généralisée (GPD) avec (y > 0) notée par :

wp ) 1-(1-¢€2) © s g0
He gy _
1 —exp (—%) si £=0.

15



Chapitre 2

La distribution de Gumbel

2.1 La présentation de distribution de Gumbel

Dans la théorie des probabilités et les statistiques, la distribution de Gumbel (distribution
généralisée des valeurs extrémes de type I) est utilisée pour modéliser la distribution du
maximum (ou du minimum) d’un certain nombre d’échantillons de diverses distributions.
Cette distribution peuvent décrire des phénomeénes éxtremes de durée de vie,de couts de
sinistres en assurance,de crues aussi utilisée pour représenter la distribution du niveau
maximum d’une riviére ,etc .D’une inondation ou d’une autre catastrophe naturelle. L’ap-
plicabilité potentielle de la distribution de Gumbel pour représenter la distribution des
maxima est liée a la théorie des valeurs extrémes, ce qui indique qu’elle sera probablement
utile si la distribution des données d’échantillon sous-jacentes est de type normal ou ex-
ponentiel. Le reste de cet partie se référe a Gumbel pour modéliser la distribution de la
valeur maximale.La distribution de Gumbel (loi de Fisher -Typpet de type I ou loi double
exponentiel ) est un cas particuliere de la distribution des valeurs extremes géneralisées
(GEV) avec lalternativity parfois utilise pour se référer la distribution de Laplace il est lié
alaloi de Gompertz et nommé d’aprés Emil Julius Gumbel (1891-1966) d’apreés ses articles

originaux décrivant la distribution.Il est & remarquer que plus le nombre de parameétres

16



Chapitre 2. La distribution de Gumbel

d’une loi est grand, plus l'incertitude dans l’estimation est importante. Pratiquement il
est par conséquent préférable d’éviter 1'utilisation de lois & trois paramétres ou plus. Il
est a remarquer que plus le nombre de paramétres d’une loi est grand, plus 'incertitude
dans l'estimation est importante. Pratiquement il est par conséquent préférable d’éviter
I’utilisation de lois a trois parametres ou plus. Est la forme limite de la distribution de la
valeur maximale d’'un échantillon de n valeurs. Le maximum annuel d’une variable étant
considéré comme le maximum de 365 valeurs journaliéres, cette loi doit ainsi étre capable
de décrire les séries de maxima annuels.La loi de Gumbel est trés utilisée en hydrologie et

en climatologie pour éstimer les valeurs extrémes des phénomenes.

2.1.1 Expréssion mathématique
Fonction de répartition

Une variable aléatoire continue z suit une loi de Gumbel si sa fonction de répartition
F (x) ou représente la cdf (cumulative distribution function)) lorsque = varie de —co a

+00o (I’étendu) nous I’écrivant :

F(z) = exp (—exp (-“’%‘*)) (2.1)

— Le pdf de la distribution de Gumbel est donné par :

ri=gor (-5 —on (-57))

avec [3)0
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Chapitre 2. La distribution de Gumbel

Fonction de densité

Donnés par la formule suivant :

f(x)—%exp <—xga> exp (—exp (—x;a)) (2.2)

avec « le parametre de position ou le mode

[ le parametre d’échélle ou de dipersion

2.2 Les proprietés de la distribution de Gumbel

Cette distribution est caractérisée par des types suivant :

2.2.1 La moyenne :

On a notée la moyenne avec v = 0.5772...(constante d’Euler-Mascheroni) par :

p=E(r)=a+py (2.3)

2.2.2 La variance :

Soit V' (x) désigne la variable aléatoire de la variance
B, (2.4)
et 'étendu : (—oo <z < +00)

2.2.3 Le médiane :

notée par :

Me=a+ In(In2)
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Chapitre 2. La distribution de Gumbel

2.3 Caractiristique de la distribution de Gumbel

Certaines des caractéristiques spécifiques de la distribution de Gumbel sont :

— La forme de la distribution de Gumbel est biaisée vers la gauche. Le pdf Gumbel n’a
pas de parameétre de forme. Cela signifie que la pdf de Gumbel n’a qu’une seule forme,
qui ne change pas.

— Le pdf de Gumbel a un parametre de localisation v qui est égal au mode mais differe
de la médiane et de la moyenne. C’est parce que la distribution de Gumbel n’est pas
symétrique par rapport & son «.

— Lorsque « diminue, le pdf est décalé vers la gauche. Lorsque o augmente, le pdf est
décalé vers la droite.

— Si x a une distribution de Gumbel, alors la distribution conditionnelle de Y = —xz étant
donné que Y est positif, ou de maniére équivalente étant donné que x est négatif, a une

distribution de Gompertz. Le cdf G de Y est lié a F', la cdf de x, par la formule
Gy) =P <y =PX=-y\z<0)=(F(0)-F(-y))/F(0)

,pour y > 0. Par conséquent, les densités sont liées par g (y) = f (—y) /F (0) la densité
de Gompertz est proportionnelle & une densité de Gumbel réfléchie, limitée & la demi-
droite positive.

— Si x une exponentielle est avec la moyenne 1, alors —In (x) a une distribution Gumbel

standard.

Remarque 1 Si le cas de la loi standard de Gumbel est {ae =0, = 1} Alors :

F (z) = exp (—exp (—x)) (2.5)

f (@) = exp (= (z +exp (1))
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Chapitre 2. La distribution de Gumbel

0.40
>
~0
-"ﬁ 0.20
=
QD
(]
0.00 - —
-4 -3 i 2 3 4 5 6 7

Variable x

F1G. 2.1 — Fonction de densité f(x) de la loi de gumbel de paramétre a = 0,5 = 1

Dans ce cas
le mode : 0
le médiane est :  —In (In2) = 0.3665,

la moyenne est : v = 0.5772..et l’écart type est : \/ig.

2.3.1 La relation entre loi de Gumbel et période de retour

Soit T' la période de retour d’une valeurs z et F () désigne la fonction de répartition de

Gumbel alors cette relation notée par :

11— F(2)
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Chapitre 2. La distribution de Gumbel

Pr(X >ar)=1—F(zr) = % (2.6)

avec la valeur z7 est appelée le quantile de période de retour T et est une fonction de T

Exemple 4 Soit © une variable aléatoire distribuée selon une loi Gumbel de paramétres

a et (. Selon la fonction de répartition correspondante est donnée par :

F (z7) = exp (_ exp (_mg a))

Le quantile x1 de période de retourl de cette variable aléatoire est tel que :

1 —exp (—exp (—xTﬁ_ a)> = %

En appliquant la transformé logarithmique deux fois de chaque coté de l’équation et en

s ot (1- ) )

2.3.2 La variable réduite u

1solant xr on a que :

On a donnée la distribution et la fréquence cumulée : F' (x) = exp (—exp (—u)) telque u

la variable réduite notée :

alors on a donnée

u=—In[—1InF (z)]

21
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2.3.3 Expréssion d’un quantile

Pour trouver la valeur z, (quantile) correspondant a la fréquence cumulée F' (z,) = ¢ ,en

fonctions des deux parameétres a, 3 :
g = o+ Pu, (2.8)

il suffit d’inverser la variable réduite puis en remplacer u, par :—In[—1In F (z)]

2.4 Estimation pour la loi de Gumbel

2.4.1 L’ajustement de la loi de Gumbel

Est une méthode statistique de prédiction consistant a étudier les événements pas-
sés,propriété d'un processus donné(hydrologique ou autre) afin d’en définir les probabili-
tés d’apparition future,cette prédiction repose sur la définition et la mise en oeuvre d’un
modéle fréquentiel .qui est une équation modélisant le comportement statistique d’un pro-
Cessus .

La derniére étape de la modélisation est la spécification ou ’ajustement du modéle c’est
-a-dire la détermination de ses paramétre . On explique donc a ce stade que la validité de
I’analyse fréquentielle repose bien d’avantange sur la pertinence du modéle adapté que sur
la technique numérique d’ajustement utiliser deux méthode d’ajustement

— Méthode analytique

— Meéthode graphique

I’ajustement repose sur le fait que l'expréssion d’un quantille correspond a 1’équation
,d’une droite .En conséquence les points de la série a ajuster peuvent étre reporté dans un
systeme d’axés :il est alors possible de tracer la droite qui passe le mieux par ces points et
en déduire les deux paramétre et définissant la loi .Il s’agit donc essentiellement d’estimer

la, probabililé de non -dépassement F' (z) qu’il convient d’attribuer a chaque valeurs z; .
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Chapitre 2. La distribution de Gumbel

Elles reposent toutes sur un tri de la série par valeurs croissantes permettant d’associer a
chaque valeur son rang r .

En analyse fréquentielle plusieurs méthodes ont été développées pour 'estimation des
parametres des distributions d’intérét c’est :

- Le maximum de vraisemblance ;

- La méthode des moments ;

- La méthode des moments de probabilités pondérées (PWM) ;

- La méthode des L-moments (LM)

On a fait 'éstimation pour la distribution de Gumbel par les méthode suivant :

2.4.2 Meéthode des moments

Cette méthode consiste & égaler les moments échantillonnaux et les moments théoriques
de la loi choisie ,soit x1,xs ..., z, I’échantillons de donnée a disposition on a I’éstimateur

standard de la moyenne et de la variance :

A _ _ 1 n
po= T = o 2i1 Ti
A 2 1 n L =)\2
6 = s = ;52 (@)
Pour les deux premiers moments théoriques de la loi de Gumbel,s’utilise & partir des

parameétres de position et d’écheélle de la maniére suivant :

poo= atpy

2

0.2 — %52

par la méthode des moments on a utilise les formules suivant pour 1’éstimation des para-

metre d,B :

[N
I
=
|
=

)

Q>



Chapitre 2. La distribution de Gumbel

2.4.3 Meéthode du maximum de vraisemblance

Cette méthode consiste a considérer que les paramétres inconnus de la loi & ajuster est
notée par :

L = 7T;?:1f (wi; «, 6)

ou f la fonction de densité de la loi .

il s’agit de trouver les valeurs «, (3 :

soit :
dlnL
sa 0
6lnL __
5 =0
Pour I’éstimation des paramétres &, 3
n

2.4.4 Meéthode des moindres réctangles

Cette méthode revient donc a minimiser la distance du point & sa projection orthogonale
sur la droite de régression Y = aX +  avec X = —In(—1In (# (Y)))

alors dans le cas de la loi de Gumbel 'axe est remplacé par 'axe de la variable réduite
de Gumbel et ’axe par celui de la variable hydrologique on notée par cette méthode les

éstimateurs suivant :
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2.4.5 Meéthode des L.moment

Le but de cette méthode est de réaliser un ajustement lorsque les moments classiques
ne conviennent pas. Les deux parameétres et sont obtenus trés simplement & partir des
valeurs des deux premiers L-moments de la loi de Gumbel et des estimations calculées sur

P’échantillon :

~

A2
b=1i3

1— B

>

o =
Exemple 5 Le tableau suivant présenté les pluis journaliéres maximum annuelles a la

station de Lutry

chronologiquement Par valeurs croissantes

Année (1) | Pjmax (2) | Année (3) | Pjmax (4) | Rang r (5) | F (6) | u (7)
69 46.8 80 35.2 1 0.033 | -1.22
70 57.8 72 36.2 2 0.100 | -0.83
71 51.5 83 37.6 3 0.167 | -0.58
72 36.2 69 46.8 4 0.233 | -0.38
73 53.4 82 49.5 5 0.300 | -0.19
74 62.0 71 51.5 6 0.367 | 0.00
75 62.6 73 53.4 7 0.433 | 0.18
76 61 79 54.9 8 0.500 | 0.37
7 58.2 70 57.8 9 0.567 | 0.57
78 85.7 7 58.2 10 0.633 | 0.78
79 54.9 76 61 11 0.700 | 1.03
80 35.2 74 62 12 0.767 | 1.33
81 64.6 75 62.6 13 0.833 | 1.70
82 49.5 81 64.6 14 0.900 | 2.25
83 37.6 78 85.7 15 0.967 | 3.38

TAB. 2.1 — Les pluis journaliéres maximum annuelles & la station de Lutry

par la méthode des moments on a utilise les formules suivant pour [’éstimation des pa-
ramétre @, B . Pour [’exemple du tableau [’échantillons présente les caractiristiques

swvants :

T=L1Y" @ = 544667
s =12.5214
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les éstimateurs pour la population sont alors :

7 = 54.4667
G =sy/5 = 12,5214,/ 15 = 12.96

La méthode des moments consiste a égaler les moments des échantillons avec les moments
théoriques de la loi de gumbel. Par la méthode des moments les paramétres & et B sont

calculés d’apres les formules :

B = ¥512.96 = 0.7797 * 12.96 = 10.1
& = fi — By = 5447 —10.1 % 0.5773 = 48.6

Par la Méthode des moindres réctangles On va continue avec le tableau nous obtenons :
PULS

2 __ 125214

B = S_X = Tiess — 105
3 = 54

— B = 54.4667 — 10.5 % 0.558 = 48.6
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Conclusion

La théorie des valeurs extrémes au cours des derniéres années a fait ’objet d’une grande
attention théorique et pratique a I’é¢tude des comportements asymptotique des grands
observation des échantillons des variables aléatoires iid et comme la théoréme de Fisher et
Tippet donnent un cas c’est la loi de Gumbel cette derniére est plus utilisée et appliquer
en hydrologie et climatologie pour éstimer des valeurs extremes et décrire des phénomeénes
éxtremes de durée de vie,de couts de sinistres en assurance,de crues .D’une inondation ou

d’une autre catastrophe naturelle
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Annexe B : Abréviations et

Notations

Les différentes abréVariations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont ex-

pliquées ci-dessous.

TVE  Théorie des valeurs extrémes

GEV  Distribution des valeurs extrémes généralisée
GPD  Distribution de Paréto généralisée

POT  Peaks-Over-Threshold

iid Indépendantes et identiquement distribuées.
Tp Point terminal.

F, Fonction de répartition empirique.

—lot Converge en loi

xr Le gantil de périod de retour

cdf Cumulative distribution function

pdf prababilité distribution function

TCL Téoréme central limite
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