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Introduction

Le calcule stochastique d’It6 est devenue un élément fondamental de la théorie moderne
des la probabilités et trouvé une application importante dans d’autres disciplines par
exemple, dans la finance mathématique ; le calcule d’It6 est un outil puissant pour traiter
le comportement des prix des actions. Les équations différentielles stochastiques dirigées
par semi-martingales, particulierement le mouvement brownien, sont couramment utilisés
pour modéliser la dynamique des prix du marché boursier.

L’objectif de cette étude est de présente le mouvement brownien et 'intégrale stochastique.
Pour cela, I’étude a été divisée en trois chapitre :

Le premier chapitre est consacré aux notions générales de processus stochastique,on a
présenté des définitions de notion comme la filtration, temps d’arrét, martingales,...etc.
Dans le deuxiéme chapitre, on s’intéresse a 1’étude du mouvement brownien, et ces pro-
priétés principales.

Et finaleménent, dans le troisiéme chapitre, on va présenter l'intégral stochastique en

générale et leur types.



Chapitre 1

Généralités sur les processus

stochastiques

Ce chapitre regroupe quelques définitions de base utilisées : processus stochastique, filtra-

tion, temps d’arrét, martingales,...etc, qui sont indispensables pour la suite.

1.1 Processus stochastique

L’objet de la théorie des processus stochastiques (ou aléaroires) est ’étude des phénomeénes

aléatoires dépendant du temps.

Définition 1.1.1 Un processus stochastique X = (X;)ier est une famille de variables
aléatoires X; indexée par un ensemble T.

En génerale T =R ou R, et on considére que le processus est indexé par le temps T.

Un processus dépend de deux paramétres : X,(w) dépend de t (en général le temps ) et de

l'aléatoire w € §).

- pourt € T fixé, w € Q — X;(w) est une variable aléatoire sur l’éspace de probabilité

(Q, F,P)



Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

- pour w € Q fixé, t € T — X;(w) est une fonction a valeurs réelles appelée trajectoire

du processus.

Définition 1.1.2 On dit que le processus est a trajectoires continues si les applications

t — Xi(w) sont continues pour presque tout w.

Définition 1.1.3 Un processus est dit cadlag ( continu & droite, limites & gauche ) si ses
trajectoires sont continues a droite, pourvues de limites gauche, et il est dit caglad si ses

trajectoires sont continues a gauche, pourvues de limites o droite.
Définition 1.1.4 Un processus (X;)ier est dit mesurable si Uapplication suivante :
R+ x Q,B(Ry) ® F) — (R, B(R))
(t,w) — Xi(w) ,
est mesurable

Définition 1.1.5 Un processus est dit continue si pour tout w € Q, Xy(w) est continue

(i.e les trajectoires sont continues).

Définition 1.1.6 Soient X et Y deux processus. on dit que X une modification de Y
St s

VtZO, P{Xt:Yt}Zl’

on dit que du’ils sont indistinguable si presque sirement leurs trajectoires coincident :

P{X, =Y, Vt>0}=1.

Remarque 1.1.1 La deuziéme notion est plus forte que la premiére.
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1.2 Filtration

Définition 1.2.1 On appelle filtration {F;}i>o de (2, F,P), une famille croissante de

sous tribus de F, c-a-d : Fs C F; C F, V0 < s <t.

Remarque 1.2.1 Si {F;}1>0 est une filtration sur un espace de probabilité de (2, F,P).
On dit que de (2, F,{Fi}i>0,P) est un espace filtré.

Définition 1.2.2 On dit qu’une filtration {F;}i>o est continue & droite si : Fy = Fyr =

NeseFs, V0 < s <t

On définit 'ensemble des négligeables N de (2, F,P) par :

N ={NcCQ,3AeF/N cC APA) =0}

Définition 1.2.3 On dit qu’une filtration {F;}+>0 est compléte lorsque tout F; contient

Uensemble des négligeables N (ce qui équivaux a N € Fy).

Définition 1.2.4 (Filtration standard) Une filtration {F;}i>o0 satisfait les conditions

usuelles si elle est continue o droite et si Fy contient ’ensemble des négligeables N .

Définition 1.2.5 Un processus stochastique (X;) e est dit adapté par rapport & la fil-

tration {Fi}i>o0 si pour toutt € T, Xy est F; mesurable.

Définition 1.2.6 Un processus (X3) et est progressivement mesurable par rapport a {F;}i>o

st l'application :

([0, ) x 2, B([0,#]) ® F) — (R, B(R?))

(s,w) — Xs(w),

est mesurable.
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Proposition 1.2.1 St X est un processus mesurable adapté, il admet une modification

progressivement mesurable.

Proposition 1.2.2 Si X est un processus mesurable adapté et admet des trajectoires cad

ou cag, il est progressivement mesurable.

1.3 Temps d’arrét
On se donne un espace de probabilité muni d’une filtraion (2, F, {F; >0, P).

Définition 1.3.1 Un temps d’arrét par rapport a une filtraion {F;}i>o est une variable

aléatoire T o valeurs dans Ry U {400} telle que, pour toutt >0 :
{r <t} e F,Vte R, .
On associe o temps d’arrét T une tribus que ’on note F,, definie par :
F.={AeF, pour toutt >0, An{r <tteF .

Cette tribu représente les informations disponibles avant l’instant aléatoire T.

Définition 1.3.2 (Processus arrét) Soit X = (X}) 1>0 un processus adapté d’une filtra-
tion {Fi}i>0 et T un temps d’arrét relativement o la méme filtration on appelle processus

arrét au temps T le processus definie par X7 = (X nt)t>0.
Remarque 1.3.1 Le procssus arrét est adapté o {Fp}i>0 et donc adapté a la {F;}io.

Propriété 1.3.1
1) Si T est un temps d’arrét, alors T est F,—mesurable.
2) Si S et T sont deuzx temps, alors S AT est temps d’arrét.

3) Si S et T sont deuz temps et si S < T, alors Fy C F;.
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Proposition 1.3.1 Soient 7 un temps d’arrét et S une variable aléatoire F,—mesurable

telle que S > 7, alors S est aussi un temps d’arrét.

Proposition 1.3.2 Si un processus X est continu et adapté, X, est F;—mesurable.

1.4 Martingales a temps continu

Nous allons maintenant introduire & la notion de martingale en temps continu.

On se donne un espace de probabilité muni d’une filtraion (Q, F, {F; }i>0, P)

Définition 1.4.1 Un processus (Xi)i>0 @ valeur réelles; X; est {Fi >0 adapté et inté-

grable ( pour tourt >0, E[| X} |] < 00).

- Une martingale si :

VOo<s<t E[X; | Fs] = X.

- Une sur-martingale si :

Vo< s<t E[X: | F] < X,

- Une sous-martingale st :
Vo< s<t E[X, | Fs] > X,.

Proposition 1.4.1 Soit (X;) >0 une {F;}t>0—martingale de carré intégrable

(i.e.E[X?] < oo pour tout t > 0). Alors pour s <t, on a :

E[(Xt - Xs>2 ‘ fs] = E[Xf - Xs2 ’ Fs]



Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

Preuve. Par un calcul direct, on a :

Bl(X; — X,)? | Fi] =E[X?|F]—2B[X,.X, | F] +E[X? | F]
= ]E[X,? | Fs] — 2X,EB[X, | Fs] + Xf
= E[Xf | Fs] — 2X§ + XS2
=B[X? | 7| - X2
=B[X? - X7 | 7.

Définition 1.4.2 Soit (X);>0 un processus stochastique

1) On dit que (X)i>o est uniformément integrable si :

lim sup/ | X; | dP = 0.
| Xt [>a

a—+00 t>0

2) Sip>1, on dit que (X)i>o est borné dans L si :

supE [| X |P] < oc.

>0

Théoréme 1.4.1 Un processus (X )i>o est uniformément intégrable si et seulement si :
a. (X))o est borné dans L*.

b. Ve > 0, Ja. > 0 tel que : si A € F avec P(A) < a. alors :

sup/ | Xi | dP <e.
| Xt|>a

t>0

Proposition 1.4.2 (Inégalité de jensen) Soit (X;) ;>0 une martingale (resp. une sous-
martingale) et soit p : R — R une fonction conveze (resp. convexe croissante). On sup-
pose que o(X;) € L*pour tout t > 0.

Alors (o(X¢))i>o est une sous-martingale.

Proposition 1.4.3 Soit (X;) ;=0 une sous-martingale ou sur-martingale .

7
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Alors pour tout t > 0,

sup E[| X; |] < oc.
0<s<t

i) (Inégalité maximale) Soit (X;) >0 une sur-martingale & trajectoires continues a

droit. Alors pour toutt > 0 et tout X > 0,

A Plsup | X, [> X < E[| X || +2B[ X, ||

0<s<t

1) (Inégalité de Doob dans LP) Soit (X;) >0 une martingale & trajectoires continues

a droit. Alors pour tout t > 0 et tout p > 0,

E[sup | X, 7] < (-2

0<s<t p—

VB X, |}

Théoréme 1.4.2 (Théoréme d’arrét optionnel de Doob) Soient X une martingale
continue par rapport & {Fi}iso et T,S deux temps d’arrét bornés telle que T < S. Alors
on a :

X, =E[Xs|F]  ps.

Si de plus la martingale X est uniformément intégrable, ’égalité reste vraie sans supposer

que T et S soient bornés.

Remarque 1.4.1 Si (X}) ;>0 est une martingale; alors pour tout t > 0

E[X:] = E[X].
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1.5 Martingales locales et semi-martingales continues

1.5.1 Variation totale et Variation quadratique

Définition 1.5.1 La variation infinitésimale d’ordre p d’un processus X; défini sur [0, T

associée a une subdivision 11, = (t7,...,t1') est définie par :

p

VE (L) = 3 X — X,
i=1
Si VI (I1,) a une limite dans un certain sens (convergence LP, convergence p.s.) lorsque :
II, :== HHnHoo = I?Slx |ti+1 -t ‘ — 0.

La limite ne dépend pas de la subdivision choisie et nous [’appellerons alors la variation

d’ordre p de X; sur [0,T]. En particulier,
- sip =1, la limite s’appelle la variation totale de X; sur [0,T]

- sip =2, la limite s’appelle la variation quadratique de X; sur [0,T] et est notée (X)p

(ot (X)p = (X, X))

Définition 1.5.2 Un processus X est un processus & variation bornée sur [0,T] s’il est a

variation bornée trajectoire par trajectoire :

n
supz |th. — X3, | <00 p.s.
I =1

Proposition 1.5.1 Un processus est a variation bornée si et seulement s’il est la diffé-

rence de deux processus croissants.

Proposition 1.5.2 57 X est un processus a variation bornée a trajectoires continues, sa

variation quadratique est nulle presque sidrement :

<X>T = 0.
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Définition 1.5.3 Soient X etY deux processus tels que X,Y et X +Y ont des variations
quadratiques finies dans L?. On définit alors la covariation quadratique entre les processus
X etY comme :

(X, V)= 5 (X +Y) = (X) = (V).

N | —

Par construction, Uapplication (X,Y) — (X,Y) vérifie :

i) Relation de bilinéarité : (X +Y, X +Y) = (X, X) +2(X,Y)+ (Y,Y).

ii) Relation scalaire : (aX,BY) = af (X,Y).

Proposition 1.5.3 Soit X un processus a variation bornée continu ayant une variation

quadratique dans L*(qui est donc nulle) et Y un processus a variation quadratique finie

dans L?, alors X +Y est a variation finie dans L? et l'on a :

(X+Y)=(Y),

ce qui revient a dire que :

(X,Y) = 0.

Théoréme 1.5.1 Décomposition de Doob Meyer
Si M est une martingale continue de carré intégrable (B (M?) < oo pour toutt ), alors (M)

est ['unique processus croissant continu nul en 0 tel que M?*— (M) soit une martingale.

1.5.2 Martingales locales continues

Définition 1.5.4 Soit M wun processus défini sur (2, F,{F}i>0,P) a valeurs réelles,

continu. On dit que M est une martingale locale continue si :
(i) My est intégrable.

(ii) 11 existe une suite de temps d’arrét (T},), telle que T, T +o0 p.s. et telle que M soit

une martingale uniformément intégrable.

10



Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

Proposition 1.5.4
- Si M est une martingale locale, pour tout temps d’arrét T, MT est une martingale locale.
- Une martingale locale positive M telle que My € Ly est une surmartingale.

- Une martingale locale bornée est une martingale.
Variation quadratique d’une martingale locale

Théoréme 1.5.2 Soit M une {F }i>o martingale locale continue. Alors M est & variation
quadratique finie et sa variation quadratique (M, M), est l'unique processus croissant,

adapté, continue nul en zéro tq : MZ — (M, M), est une {F }s>o martingale.

Théoréme 1.5.3 Soit M une martingale locale avec My = 0.
1. Si M est une martingale bornée dans L?, alors B[(M, M).] < +oo, et MZ — (M, M),
est une martingale uniformement intégrable.
2. Réciproquement, si B[(M, M)] < +oo, alors M est une martingale bornée dans

L.

Crochet de deux martingales locales

Si M et N sont deux martingales locales, on définit leur crochet par :
1
(M,N); = §(<M+N>M+N>t — (M, M)y — (N, N)q).

Proposition 1.5.5

1. (M,N) est l'unique processus & variation finie tel que MyN,— (M,N), soit une
martingale locale.
2. Si0 =ty <t} <..<ty =t estune suite de subdivisions emboitées de [0,t] de pas

tendant vers 0, on a, (au sens de la convergence en probabilité) :

Pn
(M,N), £ lim Y (M — My )(New — New ).

n—-+o00
=1

11



Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

1.5.3 Semi-martingales continues

Définition 1.5.5 Un processus X = (X;)i>0est une semi-martingale continue s’il s’écrit

sous la forme :

Xt = Mt+At.

o M est une martingale locale et A est un processus a variation finie.
L oy . . . ’ ’ . .
La décomposition ci-dessus est unique. St Y; = M, + A, est une autre semi-martingale

continue, on pose par définition :

(X,Y), == (M, M),

en particulier, (X, X); := (M, M),.

12



Chapitre 2

Mouvement brownien

Le mouvement brownien est le nom donné aux trajectoires irrégulieres du pollen en sus-
pension dans 'eau. Il est en général noté (W;,t > 0) en référence a Wiener, ou (By,t > 0)
en référence a Brown. Nous allons maintenant présenter la description générale du mou-

vement brownien : d’éfinition, et leurs propriétés principales.

2.1 Processus gaussiens

2.1.1 Variables gaussiennes

Définition 2.1.1 Une variable aléatoire X suit la loi normale standard N(0,1) si elle

admet pour densité :
t2

SR

De fagon générale, une variable aléatoire X suit la loi normale N (u, 0?) si elle admet pour

t—

densité :

Si 02 =0, la loi est dégénérée, la variable aléatoire X est constante égale & . Sa loi est

une mesure de Dirac en ji: Px = 9,.

13



Chapitre 2. Mouvement brownien

Proposition 2.1.1 Une variable aléatoire X de loi N'(u,0?) a pour :
- Espérance : E[X]| = u.

- Variance : Var(X) = o2

- Fonction caractéristique : px(t) = exp(iut — %)

Si X ~ N(0,0%) alors les moments de X sont donnée pas :

n (2”)‘ n n
B[X?] = 2n—n!02 et EB[X*]=0.

2.1.2 Vecteurs gaussiens

Définition 2.1.2 Un wvecteur aléatoire X = (X1, Xs, ..., X,,) est un gaussien ssi toutes
les combiniasons linéaires ses coordonnées (o, X) = a1 Xy + ... + @, X, suivant une loi

gaussienne dans R (pour tout o = (v, ..., ap) € R™).

Définition 2.1.3 La matrice de covariance d’un vecteur gaussien X = (X1, Xa, ..., X))

est la matrice carée symétrique, positive :
K = (Cov(Xi, Xj))i<i<j<n-

L’espérance de X = (X1, Xa, ..., X,,) est le vecteur des espérance de ses marginales :
E[X] = (E[X4], ..., B[X,]).

Si B[X] =0, le vecteur X est dit centré.

Proposition 2.1.2 Soient (X,Y) un couple gaussien. Alors X et'Y sont indépendantes
ssi Cov(X,Y) = 0.

14



Chapitre 2. Mouvement brownien

2.1.3 Processus gaussiens

Définition 2.1.4 Soit X = (X;)ier un processus stochastique .1l est dit gaussien si toutes
ses lois fini-dimensionnelles L(Xy,, ..., Xy,) sont gaussiennes (Vn € N,V tq,....t, € T).
Autrement dit X = (Xy)er est gaussien ssi toute combinaison linéaire de ses marginales

oy Xy, +...+a, Xy, suit une loi gaussienne (pour toutn € Nyty, ....t, € T et oy, ...,a,, € R).

2.2 Définitions du mouvement brownien
On se donne un espace de probabilité muni d’une filtraion (2, F, {F;}i>0, P).

Définition 2.2.1 Un mouvement brownien standard (on dit aussi processus de wiener
), (Bi)i>o est un processus stochastique & valeurs réelles et a trajectoires continues qui
verifie :

a) By=0 P —p.s. (le mouvement brownien est issu de [’origine).

b) V0<s<t, B — By est indépendant de la tribu Fs = o(By,u < s).

c) V0 <s <t, B — Bs est une variable réelle de loi gaussienne, centrée de variance

(t—s).

Proposition 2.2.1 (B;) est processus gaussien dont la fonction de covariance :

Cov(By, Bs) = min(t, s).

Preuve. La covariance est égale a E (B, B;) car le processus B; est centré (i.e ; E[B;] = 0)

sis<t,

E (BtBS) =K [(Bt - Bs) Bs + Bﬂ
=E(B, - B,)E(B;) + E (B?)

=0+ s = min(t, s),

15



Chapitre 2. Mouvement brownien

car (B, — B;) et By sont indépendant, de méme pour s < t. m

Définition 2.2.2 On appelle mouvement brownien standard par rapport & une filtration

{Fi}i>0, un mouvement brownien standard (Bi)i>o adapté o {Fi}i>o et tel que :
(B, —B,) L FNMO< s <t

Définition 2.2.3 (Mouvement brownien avec dérive) On appelle encore mouvement

brownien issu de x et dérive (ou drift) p et de coeffcient de diffusion o, le processus :
Xt:$+UBt+/,Lt.

Proposition 2.2.2 Le mouvement brownien (générale) X est encore un processus a ac-
croissements indépendants stationnaires et gaussiens. Il est non centré et tel que X = 0.
De plus :

X; ~ N(x+ ut,o%t).

Définition 2.2.4 (Mouvement brownien multidimensionnel)

Soit B, = (B, B® B®. .. B™)T un processus n-dimensionnel (Uexposant Tnote la
transposition d’un vecteur).

On dit que B est un brownien multidimensionnel si le processus (B™,i < n) sont des

brownien indépendants .

2.3 Propriétés du mouvement brownien

2.3.1 Propriétés de martingale

Proposition 2.3.1 Si (B;):>o est une F; -mouvement brownien standard, alors :
1. (Bi)i>o est une Fi -martingale .

2. (B? —t)1>0 est une F; -martingale .
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Chapitre 2. Mouvement brownien

3. (exp(oB; — (UT%»tZO (brownien exponentiel) est une Fi-martingale .

Preuve. Ces trois processu sont adaptés a F;. Il sont intégrables car B; ~ N (0,1). Reste
a vérifie la derniere condition Pour le premier point, notons que si s < t, on a comme

B; — B, est independante de la tribu F; :
E[B, | Fs| = E[B,—Bs+Bs | F] = E|B,—Bs | Fs]+E[B; | Fs] = E[B;—B;]+B; = 0+B; = B .
Pour démontrer la deuxiéme point remarquons que :

E((B; — B,)? | o] = B[B} + B2 — 2B,B, | F,] = E[B} | F.,] + B — 2BE[B; | F].
Comme B; est une martingale, on a E[B, | F,] = B; et donc :

E[(B: — B,)* | | = B[B} | Fi| + BI — 2B = E[B} | 7| - B;.
Notons, de plus que comme B; — B, est independante de la tribu F, on a :
E[(B; — B,)* | 5] =B[(B; — B,)?] = Var[B, — B]| =t — s.

Donc :

E[B} | F,]—- B:=t—s.
On obtient alors :

E[B} —t| F,| = B? — s.

Pour démontrer la troisiéme point notons, en utilisant I'indépenddance des accroissements,
que :

Elexp(o(B: — Bs) | Fs| = Elexp(c(B: — Bs)].
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Mais la loi de B; — By est celle d’'une gaussienne centrée de variance ¢ — s (dont on peut

calculer la transformée de laplace) donc :

0.2

Elexp(o(B: — Bs)] = exp(?(t — ).

On a donc :

0.2

Elexp(o(B; — Bs) | Fs] = exp(;(t —5)).

La variance aléatoire B, étant F,—mesurable on obtient donc :

Elexp(oB; — (%) | Fi] = exp(0 B, — (%2)). =

2
Proposition 2.3.2
1. Si X est un processus continue tel que X et (X? —t);>0 sont des martingales, X est un
mouvement brownien.
2

2. Si X est un processus continue tel que (exp(0X; — (%))i>0 est une martingale, pour

tout o réel, le processus X est un mouvement brownien.

Proposition 2.3.3 Soit Biet By deux mouvement brownien indépendants. Le produit
By By est une martingale.
Preuve. On utilise que \%(Bl + B,) est un mouvement brownien er par suite 3(Bi(t) +

By(t))? —t est une martingale Comme :

1 2 Lo Loy

5 (Bi(t) + Ba(t))” — t = S(Bi(t) — 1) + 5(B3(t) — 1) + Bu(t) Ba(t)-
Alors :

By(t)By(t) = %(Bl(t) +Ba(t)” —t — S(Bi(t) —t) — 5 (B3(t) — t).

18
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Et pour 0 <s<t Ona:

B[B.(t)Ba(t) | Fi

El3(Bi(t) + Ba(1))* —t | Fu] = Bl3(Bi(t) — t) | Fo] = Bl3(B3() — 1) | .
(3(Bi(s) + Ba(s))?) — s — 3(Bi(s) — s) — 5(B3(s) — s)
Bl<S)B2(S).

2.3.2 Propriétés en loi du mouvement brownien

1) Symeétrie : Si B est un mouvement brownien, alors (—B) est un encore un mouvement
brownien.

2) Autosimlarité (propriété d’échelle) : Pour tout ¢ > 0, Bf = \/%Bct définit un
mouvement brownien (standard).

3) Inversion du temps : Le processus Et défini par Et = tB%, sit#0, et §0 = 0 est
un mouvement brownien standard.

4) Retournement du temps : Le proccessus retourné a l'instant T, BM = Br — Br_;
est encore un mouvement brownien sur [0, 7.

5) Propriété de Markov faible (ou Invariance par translation) : Le mouvement
brownien translaté de t, > 0, EEtO) = By — By, est encore un mouvement brownien

standard ; de plus il est indépendant du mouvement brownien arrété en to (Bi)o<i<ty,

i.e.EgtO) L FP, tel que FP = o(By,t < to).

2.3.3 Propriétés trajectorielles du mouvement brownien

Proposition 2.3.4 La filtration brownienne {FP}i>o est continue a droite.
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Proposition 2.3.5 (Sup et inf browniens)

1. On a ps pour tout € > 0 :

sup By, >0 , inf B, <O.
0<s<e 0<s<e

2. Pour tout n > 0, on a P.s :

B inf B —n.
Sup e>n ,infB, < -

3. Pour tout @ € R, soit T, = inf{t > 0 : B, = a}(avec inf() = +00). Alors presque
stirement T, < —+o0.
4. Par conséquent, presque stirement :

lim supB; =+o00 , lim infB; = —o00
t——+00 t——+00

Proposition 2.3.6 FEn chaquet > 0, les trajectoires du mouvement brownien sont presque
strement non dérivables.
Preuve. Par la propriété de translation (Markove simple), il suffit de montrer la non

dériwabilité en 0, c’est a dire montrer que :

. By — By . By
lim ——— = lim —,
t—0 t—0 t—>0B0

n’existe pas.

By _

Or par inversion du temps =t = B1 ou B est encore un mouvement brownien. D’aprés la
t

proposition  (Sup et inf browniens) pour le mouvement brownine E, on a :

lim SupE =400 , lim infés = —00 ,

§——+00 S§———+00

avec s = %, ce qui montre que la limite cherchée n’existe pas. m
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2.3.4 Propriétés de Markove
Propriétés de Markove simple

Proposition 2.3.7 Soit B un mouvement brownien. Pour toute fonction f borélienne

bornée et pour tout s <t :

E[f(Bt) | fsB] = E[f(Bt> | Bs] b.s.

Preuve. Cette preuve consiste o utilisé la propriété de l’espérence conditionnelle suivante :
Si X L G, Y est G—mesurable et ¢ : R x R — R est bornée et telle que E[| ¢(X,Y) || <

—o00. Alors :

E[p(X,Y) |Gl = oY) ot ¢(y) = E[p(z,y)).

Pour le premier espérance on a que : (By — B.) L F2, By est FB—mesurable, alors :

E[f(B:) | 7'l = Blf(B; — B. + B.) | 7] = ¢(B.) p.s.,

ot p(y) = B[f (B: — B + y)].

Pour le deuxiéme espérance on a que : (B, — B.) L By, alors :

Ef(B.) | B,) = BLf(B, — B+ B.) | B = ¢(B.) p.s.

et donc la propriété de Markov est démontré. m

Propriétés de Markove forte

Proposition 2.3.8 Soit T un temps d’arrét. Alors conditionnellement a {T < oo}, le
processus BT défini par :

B = Bry, — B,
est un mouvement brownien indépendant de Fr.
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2.4 Variation quadratique du mouvement brownien

Proposition 2.4.1 La variation quadratique sur [0,T] du mouvement brownien eziste
dans L* (Q) (la variation infinitésimale converge en |.||,) et vaut T. De plus, si la subdi-

vision 11, satisfait E T, < 00, on a la convergence au sens presque sir. On a donc :

n=1

<B>T =T.

Preuve. La variation infinitésimale d’ordre 2 du mouvement brownien est donnée par :

2

2
(M) =3 By = B,
=1

On rappelle que si X ~ N (0, 0?) alors :
E [XQ] =% et Var [Xﬂ =20,

on a donc :

n

E [V2(I1,)] :ZEKBW—BW_)] S —i) =T,

i=1 =1

et en notant m, := max ‘t?H — t?| , on obtient :
i<n

n

Var [V (II Z Var [(Btn By )2} =2 (r—1,)’ <2Tm, — 0,

=1

donc

IVE (W) = ||, = Var [V# (I1)] — 0,

Tn—0

Pour obtenir la convergence presque stre, il faut utiliser I'inégalité de Tchebycheve qui
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donne pour tout € :

ZIP [|[VF (I0L,) = T| > €] < o0,

ce qui par Borel-Cantelli entraine la convergence presque stre de VZ (I1,) vers 7. ®

n

Proposition 2.4.2 Pour toute subdivision 11, satisfaisant E T, < 00, la variation infini-
n=1

tésimale d’ordre 1 sur [0,T] du mouvement brownien associée a cette subdivision converge

presque sirement vers +0o0. Donc, la variation totale du mouvement brownien vaut +00

p.S. :

Vi =supVy (I1,,) = 0o p.s.
Iy,

n

Preuve. Soit II,, une suite de subdivision de [0,7] satisfaisant an < oo. Alors, sur
n=1

presque tout chemin w, on a la relation :

Vi (L) (W) < sup  [By (w) = By ()] Vy (IL) (w) -

|u—v|<IIy

Le terme de gauche tend vers 7' car on a la convergence presque stirement de la variation
quadratique, le premier terme & droite tend vers 0 car le mouvement brownien a ses
trajectoires continues sur [0,77]. Donc le deuxiéme terme de droite tend nécessairement

vers 'infini. =
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Chapitre 3

Intégrale stochastique

Le but essentiel de ce chapitre est donner un sens a la notion 'intégrale stochastique par
rapport & des martingales. On s’intéresse ensuite par l'intégration par rapport & Wiener

et d’Ito.

3.1 Intégrale par rapport 4 une martingale bornée

dans L2

Définition 3.1.1 (Espace H? ) On note H? I’espace des martingales M continues bor-

nées dans L? et telles que My = 0.

Remarque 3.1.1 On définit un produit scalaire sur H* par :
(M, N)iz = E[(M, N)oo].

Dans la définition suivante, on désigne par Prog la tribu progerssive sur (Ry x Q, Prog)

sont appelés progressifs.
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Définition 3.1.2 (Espace L? (M)) Pour M € H?, on note :
L2 (M) = L* (R, x 0, Prog, dPd{M, M)),

Uespace des processus progressifs H = (Hy)s>o tel que :

+oo
E| H2d(M, M),] < +oc.
0

Remarque 3.1.2 L’espace L*(M) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire :

—+00

(H,K)2on = B[ [ HKd(M, M),).
0

Définition 3.1.3 (Processus élémentaire) Un processus H est dit élémentaire s’il s’écrit
sous la forme :
p—1
H, (w) = Z H(i) (w) 1]ti7ti+l] (5) )
i=0
o 0 < tg <ty <ty <..<ty, et pour chaque 0 < ¢ < p, H;y est une variable aléatoire

Fi,-mesurable et bornée.

On note ¢ le sous-espace vectoriel de L*(M) formé de ces processus élémentaires.

Définition 3.1.4 Soit M € H?, pour tout H € €, on définit H - M par :

p—1

(H-M), =3 Hg (M%W _ Mtw) .

i=0

Proposition 3.1.1 Soient M € H? et H € ¢, on a H - M € H? et pour tout N € H? :
t
(H - M, N, = / HLd(M, N, = H - (M, N),.

0

Preuve. On écrit :

H-M:iMf,

1=0
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ou

MtZ = H(Z) <Mti+l/\t - Mti/\t> .

On commence par observer que, pour chaque 0 < i < p (M} );>0 €st martingale, en effet :

-Sis>t;:
E[Hy (M, — M) /] = HoB (M, ~ M) /7]
= H(’L) (Mti,‘,l/\s - Mti/\s) - M;
-Sis<t;:
B [H(i) <Mtz‘+1M B Mti“) /fs] =E B [H(i) <Mtz‘+1M - Mti“) /ftl:| FS}

—B |HE | (M, -~ M. ) /%0 7]
—E[H, (thm _ Mtw> /]—“S] —0=M,

On a donc E [M;/F,] = M} pour tout t > s et H- M = > M"* est bien une martingale.

i=0

De plus comme H est bornée et M € H?, on a aussi H - M € H2.
Pour la deuxiéme partie, comme M N — (M, N) est une martingale (car martingale locale

bornée dans L? d’aprés la Proposition (1.5.5), alors :
(M”“ - M) N - ((M, N, N>“’) :
est aussi une martingale. Comme cette martingale est nulle en ¢ < ¢; et comme H;) € Fy, :
Hy, (Mt’“ - M> N — H <(M, N, N>”) ,

est encore une martingale puis en sommant sur 1 < i <p, (H-M)N = fot Hd(M,N)q

reste aussi une martingale.
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D’aprés la proposition (1.5.5) on identifie le crochet de (H - M) et de N :
((H-M),N)=H-(MN),

en particulier que (H - M, H - M) = H*- (M, M). m

Remarque 3.1.3 On utilise la notation intégrale :

t
(H- M), = / H,dM,.
0

Théoréme 3.1.1 (Ezistence de l'intégrale stochastique L*) Soit M € H?. L’application

M € e H-M s’étend en une isométrie de L* (M) dans H?. De plus,

1. La martingale H - M est caractérisée par la relation :
(H-M,N)=H-(M,N), ¥V M¢c H?.
2. SiT est un temps d’arrét, on a une propriété d’arrét :
(LonH) M=(H M) =H M.
Les notations intégrales de cette derniére propriété :

t tA\T t
/ Lo HdM = / HdM = / HdM™".
0 0 0

Propriété 3.1.1
1. [y HdM,,N), = [; Hid (M, N),.
2. {Jo HydMs,, [; KodM,), = |3 HiK,d (M, N),.

3. Soient M € H>, N € H> et H e L?* (M), K € L*> (M),
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comme H-M et (H-M)(K-N)—{((H-M),(K-N)) sont des martingales,

on a pour tout t € R+ les moments suivants :

E {/OtHdes} =0
([ ()] [ s ]

3.2 Intégrale par rapport 4 une martingale locale

Définition 3.2.1 (Espace L2, .(M)) Soit M une martingale locale continue, on note L2, (M)

loc loc

l’espace des processus progressifs H tels que pour tout t > 0,
t

/ H2?d{M, M), < 400 p.s.
0

Théoréme 3.2.1 (Existence de l’intégrale stochastique générale) Soit M une mar-

2
loc

tingale locale issue de 0. Pour tout H € Lj (M), il existe une unique martingale locale

1ssue de 0, notée H - M, telle que pour toute martingale locale N,
(H-M, N)=H-(M, N).
De plus, si T est un temps d’arrét, on a :
(LonH) M=(H M) =H -M".

Propriété 3.2.1 Soient M une martingale locale et H € L2 (M). Alors on a :

loc
t 2
(/ Hdes)
0

=FE Uotﬂjdw, N)S].

t
E{/ Hsd]\/[s} =0etE
0
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3.3 Intégrale par rapport a une semi-martingale

On s’intérésse dans cette section de construire l'intégrale stochastique par rapport aux
semi-martingales continues. Pour cela, on dit qu'un processus progressif H est localement
borné si :

p.s ¥Vt >0,sup|Hs| < +oo.
s<t

- Si H est localement borné, pour tout processus A a variation finie on a :
t
ps / |H, | |dA,| < +00 .
0

Définition 3.3.1 (Intégrale par rapport & une semimartingale) Soit X une semi-
martingale continue, et soit H un processus progressif localement borné.

L’intégrale stochastique H - X est alors définie par :
H- X=H-M+H-A.

Proposition 3.3.1
1. L’application (H, X) — H - X est bilinéaire.
2. Si H est un processus progressif élémentaire, alors :
p-1
(H - X), = > Hi (X, 0 = X0

1=1

3. Si X est une martingale locale (resp. si X est un processus o variation finie) alors

il en est de méme pour H - X.
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3.4 Intégrale de Wiener

On veut définir :

/ f(s)dB,

Définition 3.4.1 On note L? (RT) = {f : RT — R borélienne tq [ |f (s)[* ds < —l—oo} .

1
C’est un espace de Hilbert pour la norme ||f||, = ( O+°° f(s) d$> °

a. Fonctions en escalier
Définition 3.4.2 i) Pour f =1, :

+o0

(s)dBs = B (v) — B (u).

ii) Pour f une fonction en escalier, i.e. : f(x) =, fifll]t,-,l,ti} :
+o0 n

(5)dBy =Y fi1 (B(t) = B(ti1)).

0 i=1

Propriété 3.4.1 On note I(f) < [.7°° f (s) dB..

0
i) L’intégrale est linéaire :

I(f+g)=1(f)+1(g)

ii) I(f) est une variable gaussienne vérifie :

+o0
E[I(f)] =0 et Var [I(f)] = i f2 (s) ds.
iii) Si f et g sont des fonctions en escalier :
+00
E[I(f)1(g)] = i f(s) g(s)ds.
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Preuve.
i) La linéarité est immédiate.
ii) I(f) est gaussienne car le processus B est gaussien, centrée car B est centrée. De plus :

VarlI(h) = 3 f24Var (B0 = B(to)) = 3 20— te) = [ 72 (9)ds.

iii) On a :

Var (I(f +49)) = Var (I(f) + 1(9)) = Var(I(f)) + Var (I(9)) + 2E(I(f)1(g))

- [T reass | 2 (s)ds + 2B (I(H)I(g)

0

= [T s

Alors :

b. Cas général

Si f € L?(R"), il existe une suite f, de fonctions en escalier qui converge dans L? (R)

vers f, c’est-a-dire qui vérifie :

+o0 9
/0 fo— 2 @)dz — 0

n—-+o00

Propriété 3.4.2 La suite f, est de Cauchy dans L* (R"). La suite de v.a :

+o0
F, = fn (s)dBs,
0
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est une suite de Cauchy dans ’espace de Hilbert L* (2), en effet :

1Fn = Fally = llfo = fmll, | = 0,

donc elle est convergente, et on pose que :

déf “+oo “+oo

I(f) = f(s)dB, = lim f (s)dBs.

0 n—+oo Jg

Propriété 3.4.3 Soit f € L? (RT) et I(f) € L*(Q).
1. L’application f — I(f) est linéaire et isométrique de L* (R™) dans L* ().

2. I(f) est une variable gaussienne vérifie :

B =0 et Varli(P] = [ f(s)ds

3. BI(I(9)] = J ™ f(s)g(s)ds.
4. B (B fo. f(s)dBy) = [) f(s)ds.

3.4.1 Processus lié a I’intégrale stochastique

On définit pour f € L?

loc

/Otf (s)dB, = /+oo 1j0.1(s) f(s)dB,

0

2

loc

telle que L; . représente la classe de fonctions f pour la quelle :

T
/0 1 ()P dy < o0, VT,

Théoréme 3.4.1 Soit f € L2, et M, = [ f (s)dB.

loc

1. Le processus M est une martingale continue, la v.a. M; est d’espérance 0 et de
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variance [ f?(s) ds.
2. Le processus M est un processus gaussien centré de covariance fot he 12 (u) du.
2 t 2 .
3. Le processus <Mt — [y f2(s)ds,t > 0) est une martingale.

4. Si f et g sont dans L}, on a :

o ([ rwan. [Jgwan) = [ Fw gt

3.4.2 Intégration par parties

Théoréme 3.4.2 Si f est une fonction de classe C*, Alors :

t t
[ 515 = g0~ [ 55)8s
0 0
On peut aussi écrire cette formule

d(B.f(t)) = f(£)dB, + B,f'(t)dt.

3.5 Intégrale d’Ito

On se donne un espace (2, F, P) et un mouvement Brownien B sur cet espace. On désigne

par F; = 0 (Bs, s < t) la filtration naturelle du mouvement Brownien.

Définition 3.5.1 On veut généraliser l'intégrale de Wiener et définir :

t
/ H.dB,,
0

pour des processus stochastiques H .

a. Cas de processus étagés (élémentaires)
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Pour H processus étagés (élémentaire) de la forme :

n—1
Hs (w) = H] ( ]tj’tj-&-l] (3) )
§=0
on définit :
) n—1
/ H(s)dBs = Z H; (Btj+1 Bt;)
Alors, on a :

E[/OOOH(s)dBS} =0et Var [/OOOH(s)dBS] :EUOOOHfds},

et, on définit :

t
/ H(S) dB, = § :Hj (Btj+1m - BtjAt) .
0 -

b. Cas général

On définit ’'ensemble I' = { H adapté continu & gauche limité a droite

tel que |H||” =E (f;° H2dt) < oo}

Remarque 3.5.1 - Les processus H caglad de carré intégrable appartenant a L* (2 x R,).
- Les processus étagés appartiennent a I'.
SiH €T, 3 (H,), processus étagés tq : lim H, = H dans L* (2 x R.). Alors on définit

n—-4oo

pour tout H € I :

o0

/ H(s)dB, = lim H™dB,,
0

n—+oo [,

E(/OOOH(s)dBS) =0 et]E(/OOOH(s)dBS>2:E</OOOH82dS).

Propriété 3.5.1 On note A l’ensemble L? (Q x R,) des processus H adaptés caglad vé-

E (/OtHf (w)ds) < 00, Vt.
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i) Linéarité : Soit a et b des constantes et (H'; i =1,2) deux processus de A. On a :
t t t
/ (aH} + bH?) dB, :a/ H;ster/ H2dB,.
0 0 0

ii) Soit M; = f(f H,dB,, ou H € T, alors est une martingale & trajectoires continues.

2
iii) Soit N; = (fg HSdBS> — fot H?2d,, le processus (Ny,t > 0) est une martingale.

Corollaire 3.5.1 Soit M, (H) = [, HydB, et M, (K) = [; K,dB,.
1. E(M,) =0 et Var (M) = [ E(H,)" d,.
2. B ( fy HadB, Jy KdB,) =B (fy HK.d,)

3. (Mt (H) M, (K) — [, HSKSds) est une martingale.

3.5.1 Processus d’Ito

Définition 3.5.2 Soit (2, F, ()5, P) un espace probabilisé et (Bt),~, un (Fi),s, mou-
vement brownien. On appelle processus d’Itd, un processus (Xt)ogth a valeurs dans R
tq :
t t
P—ps. Vt<T, X;=X, —|—/ Kds —|—/ H.,dBs,
0 0

avec !
,

Xy est Fy — mesurable,
(Kt)ogth et (Ht)ogth des processus adaptés a (]:t)tzm

fOT | K| ds < +00 P —p.s.,

\ fUT |H,|>ds < +oo P —p.s..

Proposition 3.5.1 Soit (Mt)ogth une martingale continue tq M; = f(f K.d,,

avec P — p.s., fOT | K| ds < +o0 alors :

P—ps Vt<T, M;=0.
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Ceci entraine que :

- La décomposition d’un processus d’Ité est unique. Ce qui signifie que si pour tout t,
t t , t , t ,
X, = X —1—/ Kds —|—/ HdBs = X, —|—/ K.ds +/ H.dBs,
0 0 0 0

alors

!

Xo =X, P—p.s.,
K, =K ds P — p.p.,

s

H, =H, ds®P—pp.

- S5 (Xt)ogth est une martingale de la forme X + f(f K.ds + fot H.dB, alors :

K, =0dtP—pp..

3.5.2 Formules d’Ito

Formule d’It6 pour le processus d’Ito

Théoréme 3.5.1 Soit (X;),p un processus d’Ito sur [0, 77,
t t
X :X0+/ sts—i—/ H.dB;.
0 0

Si f une fonction deux foixz continuiment différentiable sur R (i.e.f € C?). Alors :

Py =50+ [ £ oaxe [ eoaex),

ou par définition

t
<X,X>t :/ HSst
0

d(X,X), =dX,.dX, = H}d,
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Chapitre 3. Intégrale stochastique

avec la table de multiplication :

dt | dB;
da [0 |0
dB, | 0 | dt

et

/f S dX, = /f de+/f ,) H,dB,.

Cette formule s’ecrit sous forme différentielle :

& (X) = f (X)X, + " (X) (X, X),

, 1
= f (X)) dX, + 3 7 (X,) H2d,.

Proposition 3.5.2 Supposons que :

t t
Xt:XoJr/ K(Xs)ds+/ H(X,)dB
0 0

ou K et H sont des fonction de R dans R bornées.

Si f est une fonction de R dans R de classe C? & dérivées bornées et vérifiant :

1

Vo, K@)f(@)+5H @)f () =0

Le processus f(X) est une martingale .

Fonction dépendant du temps

Théoréme 3.5.2 Soit f une fonction définie sur Ry x R de classe C par rapport a t, de

classe C? par rapport & x, & dérivés bornées , on a :

FX) = 0%+ [ fXdst [ fis Xy g [ £ x)d0x ),
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Chapitre 3. Intégrale stochastique

comme précédemment, on peut écrire cette formule sous forme différentielle :

!/ !/ ]_ ”
df (tht) = ft (t7Xt> dt + f:p (tv Xt) dX¢ + §fzz (t7Xt) d <X7X>t
! / 1 ”
= fi (X0 db + £ (4 X) dXo 4 o ) (1 X.) Hidy

= 1 (0, X0) 4 57 (4, X0 B+ £ (1, X,) dX

Formule d’It6 dans le cas brownien

Théoréme 3.5.3 Soit B un mouvement brownien .

Si f: R — R est a dérivée seconde continue et bornée (i.e.f € CZ(R)). Alors :

By =B+ [ BB [ B)aBB),

ol par définition

d(B,B), = ds.

Cette formule s’ecrit sous forme différentielle
/ 1
df (By) = f (Bi) dB; + §f” (B)dt.

Si f une fonction définie sur R, xR de classe C* par rapport at, de classe C? par rapport

G x, & dérivés bornées (i.e.f € 051.2)) :

F8) = 0.0+ [ fs.Byds+ [ L(s.B)aB+5 [ (5855,
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comme précédemment, on peut écrire cette formule sous forme différentielle :

! 1 ”
df (¢, By) = f, (¢, By)dt + f; (¢, B) dB; + 57w (t, B))d(B,B),
/ ! 1 b
= f, (t,By)dt+ f, (t,B;) dB; + §f“ (t, By) dt

Formule d’It6 multidimensionnelle

Théoréme 3.5.4 Soient (X}, X2, ..., X") un processus d’Ité & valeurs dans R,

pourt=1,....n,
X;:X5+/ K;derZ/ HYdBI.
0 : 0
7j=1

Théoréme 3.5.5 Alors si f est une fonction deux fois différentiable en x est une fois

différentiable en t, ces dérivées étant continues en (t,x), on a :

t
fXHXE XD :f(o,Xg,Xg,...,X3)+/ osf (s, Xg, X2,..., X0 ds
0

n t
+ Z/ ouf (5, X2, X2, ..., X") dB!
i=1 70

1 [ . s
+§Z/0 O-xi’xjf(S’X;7X527"'7Xs)d<X7Xj>s

i,j=1
avec
dB. = Kids+»  HYdB]
j=1
et
p
d(X',X7) =Y HImH}™ds.

m=1
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Chapitre 3. Intégrale stochastique

Formule Intégration par parties

La formule d’intégration par parties décrite dans le résultat suivant est une conséquence

de la formule d’Ito,
t , 1 t
PO = F)+ [ F X [P )dx, .
0 0
Proposition 3.5.3 Soient X; et Y, deux processus d’Ito :
t t
X :X0+/ sts—l—/ H,dB,
0 0

et

t t
Yt:YoJr/ K;ds+/ H.dB,.
0 0

Alors
t t
XY= XY, —|—/ X.dY, —|—/ YdX, + (X,Y),
0 0

avec la notation (X,Y), = f(f H.Hld,.

Preuve. On a d’aprés la formule d’It6,

t t
(XY= (o +¥P 42 [ (X4 Y d(X+ Y0 + [+ L)
0 0

t t
X3=X§+2/ XSdXS+/ H2d,.
0 0

t t
Yt2:Y02+2/ YSdXS+/ H?d,.

0 0

d’ou en faison la différence entre la premiére ligne et les deux suivantes, on trouve :

t t t
XYy = XoYo +/ XsdYs + / YidXs + / H.H.d,.
0 0 0
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3.5.3 Application de la formule d’It6

calcul d’une intégrale stochastique

Considérons f(x) = 2% et X; = By, la formule d’It6 donne :

t 1 t
Bf:0+2/ BSdBS—Ir—/ 2ds
0 2 0

t
= 2/ B.dBs +t.
0

D’ou

¢ 2 _
/ B.,dB, = By t.
0 2

Solution d’EDS ( Modéle de Black-Sholes)

Nous allons maintenant nous intéresser aux solutions (.St),, de :
t
Sy =z + / Ss (pdt + odBy) ,
0

ot les coefficients —co < p < +00, 0 > 0 sont constants.

On écrit souvent ce type d’équation sous la forme :

Sy = w9+ [y S, (udt + 0dBy),

So = 2y.

Cela signifie que I'on cherche un processus adapté (S;),-, tel que les intégrales fot Sids et

fg S,dB, aient un sens, et qui vérifie pour chaque t :

t t
Sy = xo + / 1wSgds + / 0S,dB; P — p.s.
0 0

Faisons tout d’abord un calcul formel, posons Y; = log (S;) ou S; est un processus d’'It6

avec Ky = puSs et Hy = 0S;.
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Appliquons la formule d’'Itd & f (z) = log (z) on obtien, en supposant que S; est positif :

bdSy 1 [t 1
log (S;) = log (So) + S +§/0 —S—SQUZSfds
t
1

t
= log (Sp) +/ (uds + 0dBs) — 5/ o?ds
0 0

t 1 t
= log (So) + / <u — —02) ds +/ 0dDBs.
0 2 0

On en déduit que :
L,
Y; =log (S;) =log (So) + | p — 50 t+oB,.
Donc la solution de I’équation précédente

1
Sy = xgexp ((u — 502) t+ aBt> .

Ce processus est appelé mouvement Brownien géométrique issu de zy de dérive u et de
volatilité o, il est utilisé dans la célebre modéle de Black et Scholes en mathématiques

financiére.
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Conclusion

L’objectif de notre travail est I’étude du mouvement brownien et 'intégrale stochastique.
Nous avons tout d’abord présenté les notions suivantes : quelques rappels de la processus
stochastique, et ensuite la construction du mouvement brownien, qu’il s’agit d’un processus
qui est a la fois une martingale, un processus gaussien,...etc. Et enfin on présente le calcul
stochastique qui est établit par le mathématicien japonais Kiyoshi Itd qui décrit 'intégrale

d’Tto et les formules associées.
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Annexe

Abréviations et Notations

Les différentes abréVariations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont ex-

pliquées ci-dessous.

(Q,F,P)
{Fi}e=0
B(R+)
P—p.s.

B = (Bt);>0
SAt

1

MTn

12(Q)

L2 (2 xRy)
L2

loc

(@ xRy)
ds @ P — p.p.
R”

M q (R)

L (R", Mpq(R))

EDS
Cy (R)

: Espace de probabilité.

: Filtration.

: Latribu borélienne sur R, .

: Presque stirement pour la mesure de probabilité P.

: Mouvement Brownien .

: min(s, t).

: Indépendance.

: Mr,pt -

: L’espace des variables aléatoires de carré intégrable.

: L’ensemble des processus X tel que E [ [ X7dt] < oo.

: L’ensemble des processus X tel que E [ fot X fds} < 00, Vt.

: Presque partout pour la mesure produit de la mesure de lebesgue et la mesure
: L’espace réel euclidien de dimension n.

: L’ensemble des matrices réelles n x d.

: L’espace des fonctions linéaires continues de R" dans M,, 4.
: Equation différentielle stochastique.

: L’ensemble des fonctions de classe C? telle que f, f et f~ sont bornés.
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