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Introduction

Le calcule stochastique d�Itô est devenue un élément fondamental de la théorie moderne

des la probabilités et trouvé une application importante dans d�autres disciplines par

exemple, dans la �nance mathématique ; le calcule d�Itô est un outil puissant pour traiter

le comportement des prix des actions. Les équations di¤érentielles stochastiques dirigées

par semi-martingales, particulièrement le mouvement brownien, sont couramment utilisés

pour modéliser la dynamique des prix du marché boursier.

L�objectif de cette étude est de présente le mouvement brownien et l�intégrale stochastique.

Pour cela, l�étude a été divisée en trois chapitre :

Le premier chapitre est consacré aux notions générales de processus stochastique,on a

présenté des dé�nitions de notion comme la �ltration, temps d�arrêt, martingales,...etc.

Dans le deuxième chapitre, on s�intéresse à l�étude du mouvement brownien, et ces pro-

priétés principales.

Et �nalemènent, dans le troisième chapitre, on va présenter l�intégral stochastique en

générale et leur types.
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Chapitre 1

Généralités sur les processus

stochastiques

Ce chapitre regroupe quelques dé�nitions de base utilisées : processus stochastique, �ltra-

tion, temps d�arrêt, martingales,...etc, qui sont indispensables pour la suite.

1.1 Processus stochastique

L�objet de la théorie des processus stochastiques (ou aléaroires) est l�étude des phénomènes

aléatoires dépendant du temps.

Dé�nition 1.1.1 Un processus stochastique X = (Xt)t2T est une famille de variables

aléatoires Xt indexée par un ensemble T.

En génerale T = R ou R+ et on considére que le processus est indexé par le temps T.

Un processus dépend de deux paramètres : Xt(!) dépend de t (en général le temps ) et de

l�aléatoire ! 2 
.

- pour t 2 T �xé, ! 2 
 7�! Xt(!) est une variable aléatoire sur l�éspace de probabilité

(
;F ;P)

2



Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

- pour ! 2 
 �xé, t 2 T 7�! Xt(!) est une fonction à valeurs réelles appelée trajectoire

du processus.

Dé�nition 1.1.2 On dit que le processus est à trajectoires continues si les applications

t 7�! Xt(!) sont continues pour presque tout !:

Dé�nition 1.1.3 Un processus est dit càdlàg ( continu à droite, limites à gauche ) si ses

trajectoires sont continues à droite, pourvues de limites gauche, et il est dit càglàd si ses

trajectoires sont continues à gauche, pourvues de limites à droite.

Dé�nition 1.1.4 Un processus (Xt)t2T est dit mesurable si l�application suivante :

(R+ � 
;B(R+)
F) �! (Rd;B(Rd))

(t; !) 7�! Xt(!) ,

est mesurable

Dé�nition 1.1.5 Un processus est dit continue si pour tout ! 2 
, Xt(!) est continue

(i.e les trajectoires sont continues).

Dé�nition 1.1.6 Soient X et Y deux processus. on dit que X une modi�cation de Y

si :

8t � 0; PfXt = Ytg = 1 ,

on dit que du�ils sont indistinguable si presque sûrement leurs trajectoires coincident :

PfXt = Yt;8t � 0g = 1.

Remarque 1.1.1 La deuxième notion est plus forte que la première.
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Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

1.2 Filtration

Dé�nition 1.2.1 On appelle �ltration fFtgt�0 de (
;F ;P), une famille croissante de

sous tribus de F , c-à-d : Fs � Ft � F ; 80 � s � t:

Remarque 1.2.1 Si fFtgt�0 est une �ltration sur un espace de probabilité de (
;F ;P):

On dit que de (
;F ; fFtgt�0;P) est un espace �ltré.

Dé�nition 1.2.2 On dit qu�une �ltration fFtgt�0 est continue à droite si : Ft = Ft+ =

\s>tFs; 80 � s � t:

On dé�nit l�ensemble des négligeables N de (
;F ;P) par :

N =fN � 
;9A 2 F=N � A;P(A) = 0g:

Dé�nition 1.2.3 On dit qu�une �ltration fFtgt�0 est complète lorsque tout Ft contient

l�ensemble des négligeables N (ce qui équivaux à N 2 F0):

Dé�nition 1.2.4 (Filtration standard) Une �ltration fFtgt�0 satisfait les conditions

usuelles si elle est continue à droite et si F0 contient l�ensemble des négligeables N .

Dé�nition 1.2.5 Un processus stochastique (Xt) t2T est dit adapté par rapport à la �l-

tration fFtgt�0 si pour tout t 2 T, Xt est Ft mesurable.

Dé�nition 1.2.6 Un processus (Xt) t2T est progressivement mesurable par rapport à fFtgt�0

si l�application :

([0; t]� 
;B([0; t])
F) �! (Rd;B(Rd))

(s; !) 7�! Xs(!),

est mesurable.
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Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

Proposition 1.2.1 Si X est un processus mesurable adapté, il admet une modi�cation

progressivement mesurable.

Proposition 1.2.2 Si X est un processus mesurable adapté et admet des trajectoires càd

ou càg, il est progressivement mesurable.

1.3 Temps d�arrêt

On se donne un espace de probabilité muni d�une �ltraion (
;F ; fFtgt�0;P):

Dé�nition 1.3.1 Un temps d�arrêt par rapport à une �ltraion fFtgt�0 est une variable

aléatoire � à valeurs dans R+ [ f+1g telle que, pour tout t � 0 :

f� � tg 2 Ft;8t 2 R+ .

On associe à temps d�arrêt � une tribus que l�on note F� ; de�nie par :

F� = fA 2 F ; pour tout t � 0; A \ f� � tg 2 Ft .

Cette tribu représente les informations disponibles avant l�instant aléatoire �:

Dé�nition 1.3.2 (Processus arrêt) Soit X = (Xt) t�0 un processus adapté d�une �ltra-

tion fFtgt�0 et � un temps d�arrêt relativement à la même �ltration on appelle processus

arrêt au temps � le processus de�nie par X� = (X�^t)t�0:

Remarque 1.3.1 Le procssus arrêt est adapté à fF�^tgt�0 et donc adapté à la fFtgt�0:

Propriété 1.3.1

1) Si � est un temps d�arrêt, alors � est F��mesurable.

2) Si S et � sont deux temps, alors S ^ � est temps d�arrêt.

3) Si S et � sont deux temps et si S � � , alors Fs � F� :
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Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

Proposition 1.3.1 Soient � un temps d�arrêt et S une variable aléatoire F��mesurable

telle que S � � , alors S est aussi un temps d�arrêt.

Proposition 1.3.2 Si un processus X est continu et adapté, X� est Ft�mesurable.

1.4 Martingales à temps continu

Nous allons maintenant introduire à la notion de martingale en temps continu.

On se donne un espace de probabilité muni d�une �ltraion (
;F ; fFtgt�0;P)

Dé�nition 1.4.1 Un processus (Xt)t�0 à valeur réelles ; Xt est fFtgt�0 adapté et inté-

grable ( pour tour t � 0; E [j Xt j] <1):

- Une martingale si :

80 < s < t E[Xt j Fs] = Xs:

- Une sur-martingale si :

80 < s < t E[Xt j Fs] � Xs:

- Une sous-martingale si :

80 < s < t E[Xt j Fs] � Xs:

Proposition 1.4.1 Soit (Xt) t�0 une fFtgt�0�martingale de carré intégrable

(i.e.E[X2
t ] <1 pour tout t � 0): Alors pour s � t, on a :

E[(Xt �Xs)
2 j Fs] = E[X2

t �X2
s j Fs]:
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Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

Preuve. Par un calcul direct, on a :

E[(Xt �Xs)
2 j Fs] = E[X2

t j Fs]� 2E[XtXs j Fs] + E[X2
s j Fs]

= E[X2
t j Fs]� 2XsE[Xt j Fs] +X2

s

= E[X2
t j Fs]� 2X2

s +X
2
s

= E[X2
t j Fs]�X2

s

= E[X2
t �X2

s j Fs]:

Dé�nition 1.4.2 Soit (X)t�0 un processus stochastique

1) On dit que (X)t�0 est uniformément integrable si :

lim
��!+1

sup
t�0

Z
jXtj>�

j Xt j dP = 0:

2) Si p � 1; on dit que (X)t�0 est borné dans LP si :

sup
t�0
E [j Xt jp] <1:

Théorème 1.4.1 Un processus (X)t�0 est uniformément intégrable si et seulement si :

a. (X)t�0 est borné dans L1:

b. 8" > 0, 9�" > 0 tel que : si A 2 F avec P (A) < �" alors :

sup
t�0

Z
jXtj>�

j Xt j dP < ":

Proposition 1.4.2 (Inégalité de jensen) Soit (Xt) t�0 une martingale (resp. une sous-

martingale) et soit ' : R �! R une fonction convexe (resp. convexe croissante). On sup-

pose que '(Xt) 2 L1pour tout t � 0:

Alors ('(Xt))t�0 est une sous-martingale.

Proposition 1.4.3 Soit (Xt) t>0 une sous-martingale ou sur-martingale .
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Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

Alors pour tout t > 0,

sup
0�s�t

E[j Xs j] <1:

i) (Inégalité maximale) Soit (Xt) t�0 une sur-martingale à trajectoires continues à

droit. Alors pour tout t > 0 et tout � > 0;

� P [ sup
0�s�t

j Xs j> �] � E[j X0 j] + 2E[j Xt j]:

ii) (Inégalité de Doob dans Lp) Soit (Xt) t�0 une martingale à trajectoires continues

à droit. Alors pour tout t > 0 et tout p > 0;

E[ sup
0�s�t

j Xs jp] � (
p

p� 1)
pE[j Xt j]:

Théorème 1.4.2 (Théorème d�arrêt optionnel de Doob) Soient X une martingale

continue par rapport à fFtgt�0 et �; S deux temps d�arrêt bornés telle que � � S: Alors

on a :

X� = E[XS j F� ] p:s:

Si de plus la martingale X est uniformément intégrable, l�égalité reste vraie sans supposer

que � et S soient bornés.

Remarque 1.4.1 Si (Xt) t�0 est une martingale ; alors pour tout t � 0

E[Xt] = E[X0]:
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Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

1.5 Martingales locales et semi-martingales continues

1.5.1 Variation totale et Variation quadratique

Dé�nition 1.5.1 La variation in�nitésimale d�ordre p d�un processus Xi dé�ni sur [0; T ]

associée à une subdivision �n = (tn1 ; :::; t
n
n) est dé�nie par :

V pT (�n) =

nX
i=1

���Xtni
�Xtni�1

���p :
Si V pT (�n) a une limite dans un certain sens (convergence L

p, convergence p:s:) lorsque :

�n := k�nk1 = maxi�n

��tni+1 � tni ��! 0:

La limite ne dépend pas de la subdivision choisie et nous l�appellerons alors la variation

d�ordre p de Xt sur [0; T ] : En particulier,

- si p = 1, la limite s�appelle la variation totale de Xt sur [0; T ]

- si p = 2, la limite s�appelle la variation quadratique de Xt sur [0; T ] et est notée hXiT
(où hXiT = hX;XiT ) :

Dé�nition 1.5.2 Un processus X est un processus à variation bornée sur [0; T ] s�il est à

variation bornée trajectoire par trajectoire :

sup
�n

nX
i=1

��Xti �Xti�1

�� <1 p:s:

Proposition 1.5.1 Un processus est à variation bornée si et seulement s�il est la di¤é-

rence de deux processus croissants.

Proposition 1.5.2 Si X est un processus à variation bornée à trajectoires continues, sa

variation quadratique est nulle presque sûrement :

hXiT = 0:

9



Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

Dé�nition 1.5.3 Soient X et Y deux processus tels que X; Y et X+Y ont des variations

quadratiques �nies dans L2: On dé�nit alors la covariation quadratique entre les processus

X et Y comme :

hX; Y i := 1

2
(hX + Y i � hXi � hY i) :

Par construction, l�application (X; Y ) 7! hX; Y i véri�e :

i) Relation de bilinéarité : hX + Y;X + Y i := hX;Xi+ 2 hX; Y i+ hY; Y i :

ii) Relation scalaire : h�X; �Y i = �� hX; Y i :

Proposition 1.5.3 Soit X un processus à variation bornée continu ayant une variation

quadratique dans L2(qui est donc nulle) et Y un processus à variation quadratique �nie

dans L2; alors X + Y est à variation �nie dans L2 et l�on a :

hX + Y i = hY i ;

ce qui revient à dire que :

hX; Y i = 0:

Théorème 1.5.1 Décomposition de Doob Meyer

SiM est une martingale continue de carré intégrable (E (M2
t ) <1 pour tout t ), alors hMi

est l�unique processus croissant continu nul en 0 tel que M2� hMi soit une martingale.

1.5.2 Martingales locales continues

Dé�nition 1.5.4 Soit M un processus dé�ni sur (
;F ; fFgt �0 ;P) à valeurs réelles,

continu. On dit que M est une martingale locale continue si :

(i) M0 est intégrable.

(ii) Il existe une suite de temps d�arrêt (Tn)n telle que Tn " +1 p:s: et telle que MTn soit

une martingale uniformément intégrable.

10



Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

Proposition 1.5.4

- Si M est une martingale locale, pour tout temps d�arrêt T , MT est une martingale locale.

- Une martingale locale positive M telle que M0 2 L1 est une surmartingale.

- Une martingale locale bornée est une martingale.

Variation quadratique d�une martingale locale

Théorème 1.5.2 Soit M une fFgt�0 martingale locale continue. Alors M est à variation

quadratique �nie et sa variation quadratique hM;Mit est l�unique processus croissant,

adapté, continue nul en zéro tq : M2
t � hM;Mit est une fFgt�0 martingale.

Théorème 1.5.3 Soit M une martingale locale avec M0 = 0:

1. SiM est une martingale bornée dans L2, alors E[hM;Mi1] < +1; etM2
t �hM;Mit

est une martingale uniformement intégrable.

2. Réciproquement, si E[hM;Mi1] < +1, alors M est une martingale bornée dans

L2:

Crochet de deux martingales locales

Si M et N sont deux martingales locales, on dé�nit leur crochet par :

hM;Nit =
1

2
(hM +N;M +Nit � hM;Mit � hN;Nit):

Proposition 1.5.5

1. hM;Ni est l�unique processus à variation �nie tel que MtNt� hM;Nit soit une

martingale locale.

2. Si 0 = tn0 < t
n
1 < ::: < t

n
pn = t est une suite de subdivisions emboitées de [0; t] de pas

tendant vers 0, on a, (au sens de la convergence en probabilité) :

hM;Nit
p
= lim

n!+1

pnX
i=1

(Mtni
�Mtni�1

)(Ntni �Ntni�1):

11



Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

1.5.3 Semi-martingales continues

Dé�nition 1.5.5 Un processus X = (Xt)t�0est une semi-martingale continue s�il s�écrit

sous la forme :

Xt =Mt + At:

où M est une martingale locale et A est un processus à variation �nie.

La décomposition ci-dessus est unique. Si Yt = M
0
t + A

0
t est une autre semi-martingale

continue, on pose par dé�nition :

hX;Y it := hM;M
0it:

en particulier, hX;Xit := hM;Mit:

12



Chapitre 2

Mouvement brownien

Le mouvement brownien est le nom donné aux trajectoires irrégulières du pollen en sus-

pension dans l�eau. Il est en général noté (Wt; t � 0) en référence a Wiener, ou (Bt; t � 0)

en référence a Brown. Nous allons maintenant présenter la description générale du mou-

vement brownien : d�é�nition, et leurs propriétés principales.

2.1 Processus gaussiens

2.1.1 Variables gaussiennes

Dé�nition 2.1.1 Une variable aléatoire X suit la loi normale standard N (0; 1) si elle

admet pour densité :

t 7�! 1p
2�
exp(�t

2

2
):

De façon générale, une variable aléatoire X suit la loi normale N (�; �2) si elle admet pour

densité :

t 7�! 1p
2��2

exp(�(t� �)
2

2�2
):

Si �2 = 0, la loi est dégénérée, la variable aléatoire X est constante égale à �. Sa loi est

une mesure de Dirac en � : PX = ��:

13



Chapitre 2. Mouvement brownien

Proposition 2.1.1 Une variable aléatoire X de loi N (�; �2) a pour :

- Espérance : E[X] = �:

- Variance : V ar(X) = �2:

- Fonction caractéristique : 'X(t) = exp(i�t� �2t2

2
):

Si X s N (0; �2) alors les moments de X sont donnée pas :

E[X2n] =
(2n)!

2nn!
�2n et E[X2n+1] = 0:

2.1.2 Vecteurs gaussiens

Dé�nition 2.1.2 Un vecteur aléatoire X = (X1; X2; :::; Xn) est un gaussien ssi toutes

les combiniasons linéaires ses coordonnées h�;Xi = �1X1 + ::: + �nXn suivant une loi

gaussienne dans R (pour tout � = (�1; :::; �2) 2 Rn):

Dé�nition 2.1.3 La matrice de covariance d�un vecteur gaussien X = (X1; X2; :::; Xn)

est la matrice carée symétrique, positive :

K = (Cov(Xi; Xj))1�i�j�n.

L�espérance de X = (X1; X2; :::; Xn) est le vecteur des espérance de ses marginales :

E[X] = (E[X1]; :::;E[Xn]):

Si E[X] = 0, le vecteur X est dit centré.

Proposition 2.1.2 Soient (X; Y ) un couple gaussien. Alors X et Y sont indépendantes

ssi Cov(X;Y ) = 0:

14



Chapitre 2. Mouvement brownien

2.1.3 Processus gaussiens

Dé�nition 2.1.4 Soit X = (Xt)t2T un processus stochastique .Il est dit gaussien si toutes

ses lois �ni-dimensionnelles L(Xt1 ; :::; Xtn) sont gaussiennes (8n 2 N;8 t1; :::; tn 2 T):

Autrement dit X = (Xt)t2T est gaussien ssi toute combinaison linéaire de ses marginales

�1Xt1+:::+�nXtn suit une loi gaussienne (pour tout n 2 N,t1; :::; tn 2 T et �1; :::; �n 2 R).

2.2 Dé�nitions du mouvement brownien

On se donne un espace de probabilité muni d�une �ltraion (
;F ; fFtgt�0;P):

Dé�nition 2.2.1 Un mouvement brownien standard (on dit aussi processus de wiener

)�(Bt)t�0 est un processus stochastique à valeurs réelles et à trajectoires continues qui

veri�e :

a) B0 = 0 P� p:s: (le mouvement brownien est issu de l�origine).

b) 8 0 � s � t, Bt �Bs est indépendant de la tribu Fs = �(Bu; u � s):

c) 8 0 � s � t, Bt � Bs est une variable réelle de loi gaussienne, centrée de variance

(t� s):

Proposition 2.2.1 (Bt) est processus gaussien dont la fonction de covariance :

Cov(Bt; Bs) = min(t; s):

Preuve. La covariance est égale à E (BtBs) car le processus Bt est centré (i:e ;E[Bt] = 0)

si s � t;

E (BtBs) = E
�
(Bt �Bs)Bs +B2s

�
= E (Bt �Bs)E (Bs) + E

�
B2s
�

= 0 + s = min(t; s);

15



Chapitre 2. Mouvement brownien

car (Bt �Bs) et Bs sont indépendant, de même pour s � t:

Dé�nition 2.2.2 On appelle mouvement brownien standard par rapport à une �ltration

fFtgt�0; un mouvement brownien standard (Bt)t�0 adapté à fFtgt�0 et tel que :

(Bt �Bs) ? Fs80 � s � t:

Dé�nition 2.2.3 (Mouvement brownien avec dérive) On appelle encore mouvement

brownien issu de x et dérive (ou drift) � et de coe¤cient de di¤usion �, le processus :

Xt = x+ �Bt + �t:

Proposition 2.2.2 Le mouvement brownien (générale) X est encore un processus à ac-

croissements indépendants stationnaires et gaussiens. Il est non centré et tel que X0 = 0:

De plus :

Xt s N(x+ �t; �2t):

Dé�nition 2.2.4 (Mouvement brownien multidimensionnel)

Soit Bt = (B
(1)
t ; B

(2)
t ; B

(3)
t ; :::; B

(n)
t )T un processus n-dimensionnel (l�exposant Tnote la

transposition d�un vecteur).

On dit que B est un brownien multidimensionnel si le processus (B(i); i � n) sont des

brownien indépendants .

2.3 Propriétés du mouvement brownien

2.3.1 Propriétés de martingale

Proposition 2.3.1 Si (Bt)t�0 est une Ft -mouvement brownien standard, alors :

1. (Bt)t�0 est une Ft -martingale .

2. (B2t � t)t�0 est une Ft -martingale .

16
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3. (exp(�Bt � (�
2t
2
))t�0 (brownien exponentiel) est une Ft-martingale .

Preuve. Ces trois processu sont adaptés à Ft. Il sont intégrables car Bt � N (0; t): Reste

à véri�e la derniere condition Pour le premier point, notons que si s � t, on a comme

Bt �Bs est independante de la tribu Fs :

E[Bt j Fs] = E[Bt�Bs+Bs j Fs] = E[Bt�Bs j Fs]+E[Bs j Fs] = E[Bt�Bs]+Bs = 0+Bs = Bs .

Pour démontrer la deuxième point remarquons que :

E[(Bt �Bs)2 j Fs] = E[B2t +B2s � 2BtBs j Fs] = E[B2t j Fs] +B2s � 2BsE[Bt j Fs]:

Comme Bs est une martingale, on a E[Bt j Fs] = Bs et donc :

E[(Bt �Bs)2 j Fs] = E[B2t j Fs] +B2s � 2B2s = E[B2t j Fs]�B2s :

Notons, de plus que comme Bt �Bs est independante de la tribu Fs, on a :

E[(Bt �Bs)2 j Fs] = E[(Bt �Bs)2] = V ar[Bt �Bs] = t� s:

Donc :

E[B2t j Fs]�B2s = t� s:

On obtient alors :

E[B2t � t j Fs] = B2s � s:

Pour démontrer la troisième point notons, en utilisant l�indépenddance des accroissements,

que :

E[exp(�(Bt �Bs) j Fs] = E[exp(�(Bt �Bs)]:

17
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Mais la loi de Bt � Bs est celle d�une gaussienne centrée de variance t � s (dont on peut

calculer la transformée de laplace) donc :

E[exp(�(Bt �Bs)] = exp(
�2

2
(t� s)):

On a donc :

E[exp(�(Bt �Bs) j Fs] = exp(
�2

2
(t� s)):

La variance aléatoire Bs étant Fs�mesurable on obtient donc :

E[exp(�Bt � (�
2t
2
) j Fs] = exp(�Bs � (�

2s
2
)):

Proposition 2.3.2

1. Si X est un processus continue tel que X et (X2
t � t)t�0 sont des martingales, X est un

mouvement brownien.

2. Si X est un processus continue tel que (exp(�Xt � (�
2t
2
))t�0 est une martingale, pour

tout � réel, le processus X est un mouvement brownien.

Proposition 2.3.3 Soit B1et B2 deux mouvement brownien indépendants. Le produit

B1B2 est une martingale.

Preuve. On utilise que 1p
2
(B1 + B2) est un mouvement brownien er par suite 1

2
(B1(t) +

B2(t))
2 � t est une martingale Comme :

1

2
(B1(t) +B2(t))

2 � t = 1

2
(B21(t)� t) +

1

2
(B22(t)� t) +B1(t)B2(t):

Alors :

B1(t)B2(t) =
1

2
(B1(t) +B2(t))

2 � t� 1
2
(B21(t)� t)�

1

2
(B22(t)� t):
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Et pour 0 < s < t On a :

E[B1(t)B2(t) j Fs] = E[1
2
(B1(t) +B2(t))

2 � t j Fs]� E[12(B
2
1(t)� t) j Fs]� E[12(B

2
2(t)� t) j Fs]:

= (1
2
(B1(s) +B2(s))

2)� s� 1
2
(B21(s)� s)� 1

2
(B22(s)� s)

= B1(s)B2(s):

2.3.2 Propriétés en loi du mouvement brownien

1) Symétrie : Si B est un mouvement brownien, alors (�B) est un encore un mouvement

brownien.

2) Autosimlarité (propriété d�échelle) : Pour tout c > 0, Bct =
1p
c
Bct dé�nit un

mouvement brownien (standard).

3) Inversion du temps : Le processus eBt dé�ni par eBt = tB 1
t
, si t 6= 0; et eB0 = 0 est

un mouvement brownien standard.

4) Retournement du temps : Le proccessus retourné à l�instant T , bB(T ) = BT �BT�t
est encore un mouvement brownien sur [0; T ].

5) Propriété de Markov faible (ou Invariance par translation) : Le mouvement

brownien translaté de t0 > 0, B
(t0)

t = Bt+t0 � Bt0 est encore un mouvement brownien

standard ; de plus il est indépendant du mouvement brownien arrêté en t0 (Bt)0�t�t0,

i.e.B
(t0)

t ? FB
t0
; tel que FB

t0
= �(Bt; t � t0):

2.3.3 Propriétés trajectorielles du mouvement brownien

Proposition 2.3.4 La �ltration brownienne fFB
t gt�0 est continue à droite.
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Proposition 2.3.5 (Sup et inf browniens)

1. On a ps pour tout " > 0 :

sup
0�s�"

Bs > 0 , inf
0�s�"

Bs < 0:

2. Pour tout � > 0, on a P:s :

sup
t�0
Bt > � , inf

t�0
Bs < ��:

3. Pour tout � 2 R, soit T� = infft � 0 : Bt = �g(avec inf ; = +1): Alors presque

sûrement T� < +1:

4. Par conséquent, presque sûrement :

lim
t�!+1

supBt = +1 , lim
t�!+1

inf Bt = �1

Proposition 2.3.6 En chaque t � 0, les trajectoires du mouvement brownien sont presque

sûrement non dérivables.

Preuve. Par la propriété de translation (Markove simple), il su¢ t de montrer la non

dérivabilité en 0, c�est à dire montrer que :

lim
t�!0

Bt �B0
t� 0 = lim

t�!0

Bt
B0
;

n�existe pas.

Or par inversion du temps Bt
t
= eB 1

t
ou eB est encore un mouvement brownien. D�aprés la

proposition (Sup et inf browniens) pour le mouvement brownine eB, on a :
lim

s�!+1
supfBs = +1 , lim

s�!+1
inf eBs = �1 ,

avec s = 1
t
, ce qui montre que la limite cherchée n�existe pas.
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2.3.4 Propriétés de Markove

Propriétés de Markove simple

Proposition 2.3.7 Soit B un mouvement brownien. Pour toute fonction f borélienne

bornée et pour tout s � t :

E[f(Bt) j FB
s ] = E[f(Bt) j Bs] p:s:

Preuve. Cette preuve consiste à utilisé la propriété de l�espérence conditionnelle suivante :

Si X ? G; Y est G�mesurable et � : R�R �! R est bornée et telle que E[j �(X;Y ) j] <

�1: Alors :

E[�(X;Y ) j G] = '(Y ) où '(y) = E[�(x; y)):

Pour le premier espérance on a que : (Bt �Bc) ? FB
s , BS est FB

s �mesurable, alors :

E[f(Bt) j FB
s ] = E[f(Bt �Bc +Bc) j FB

s ] = '(Bc) p:s:;

où '(y) = E[f(Bt �Bc + y)]:

Pour le deuxième espérance on a que : (Bt �Bc) ? Bs, alors :

E[f(Bt) j Bs] = E[f(Bt �Bc +Bc) j Bc] = '(Bc) p:s:

et donc la propriété de Markov est démontré.

Propriétés de Markove forte

Proposition 2.3.8 Soit T un temps d�arrêt. Alors conditionnellement à fT < 1g; le

processus B(T ) dé�ni par :

B(T ) = BT+t �Bt ,

est un mouvement brownien indépendant de FT :
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2.4 Variation quadratique du mouvement brownien

Proposition 2.4.1 La variation quadratique sur [0; T ] du mouvement brownien existe

dans L2 (
) (la variation in�nitésimale converge en k:k2) et vaut T: De plus, si la subdi-

vision �n satisfait
nX
n=1

�n <1; on a la convergence au sens presque sûr. On a donc :

hBiT = T:

Preuve. La variation in�nitésimale d�ordre 2 du mouvement brownien est donnée par :

V 2T (�n) =
nX
i=1

���Btni �Btni�1���2 :
On rappelle que si X � N (0; �2) alors :

E
�
X2
�
= �2 et V ar

�
X2
�
= 2�4;

on a donc :

E
�
V 2T (�n)

�
=

nX
i=1

E
��
Btni �Btni�1

�2�
=

nX
i=1

�
tni � tni�1

�
= T;

et en notant �n := max
i�n

��tni+1 � tni �� ; on obtient :
V ar

�
V 2T (�n)

�
=

nX
i=1

V ar

��
Btni �Btni�1

�2�
= 2

nX
i=1

�
tni � tni�1

�2 � 2T�n !
�n!0

0;

donc 

V 2T (�n)� T

22 = V ar �V 2T (�n)�! 0:
�n!0

Pour obtenir la convergence presque sûre, il faut utiliser l�inégalité de Tchebycheve qui
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donne pour tout " :
1X
i=1

P
���V 2T (�n)� T �� > "� <1;

ce qui par Borel-Cantelli entraîne la convergence presque sûre de V 2T (�n) vers T:

Proposition 2.4.2 Pour toute subdivision �n satisfaisant
nX
n=1

�n <1; la variation in�ni-

tésimale d�ordre 1 sur [0; T ] du mouvement brownien associée à cette subdivision converge

presque sûrement vers +1: Donc, la variation totale du mouvement brownien vaut +1

p:s: :

V 1T = sup
�n

V 1T (�n) =1 p:s:

Preuve. Soit �n une suite de subdivision de [0; T ] satisfaisant
nX
n=1

�n < 1: Alors, sur

presque tout chemin !, on a la relation :

V 2T (�n) (!) � sup
ju�vj��n

jBu (!)�Bv (!)jV 1T (�n) (!) :

Le terme de gauche tend vers T car on a la convergence presque sûrement de la variation

quadratique, le premier terme à droite tend vers 0 car le mouvement brownien a ses

trajectoires continues sur [0; T ] : Donc le deuxième terme de droite tend nécessairement

vers l�in�ni.
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Chapitre 3

Intégrale stochastique

Le but essentiel de ce chapitre est donner un sens à la notion l�intégrale stochastique par

rapport à des martingales. On s�intéresse ensuite par l�intégration par rapport à Wiener

et d�Itô.

3.1 Intégrale par rapport à une martingale bornée

dans L2

Dé�nition 3.1.1 (Espace H2
c ) On note H

2
c l�espace des martingales M continues bor-

nées dans L2 et telles que M0 = 0:

Remarque 3.1.1 On dé�nit un produit scalaire sur H2
c par :

(M;N)H2
c
:= E[hM;Ni1]:

Dans la dé�nition suivante, on désigne par Prog la tribu progerssive sur (R+ � 
; P rog)

sont appelés progressifs.
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Dé�nition 3.1.2 (Espace L2 (M)) Pour M 2 H2
c , on note :

L2 (M) = L2 (R+ � 
; P rog; dPdhM;Mi) ;

l�espace des processus progressifs H = (Hs)s�0 tel que :

E[
Z +1

0

H2
sdhM;Mis] < +1:

Remarque 3.1.2 L�espace L2(M) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire :

(H;K)L2(M) = E[
Z +1

0

HsKsdhM;Mis]:

Dé�nition 3.1.3 (Processus élémentaire) Un processus H est dit élémentaire s�il s�écrit

sous la forme :

Hs (!) =

p�1X
i=0

H(i) (!)1]ti;ti+1] (s) ;

où 0 < t0 < t1 < t2 < ::: < tp et pour chaque 0 � i � p; H(i) est une variable aléatoire

Fti-mesurable et bornée.

On note " le sous-espace vectoriel de L2(M) formé de ces processus élémentaires.

Dé�nition 3.1.4 Soit M 2 H2
c ; pour tout H 2 "; on dé�nit H �M par :

(H �M)t =
p�1X
i=0

H(i)

�
Mti+1^t

�Mti^t

�
:

Proposition 3.1.1 Soient M 2 H2
c et H 2 "; on a H �M 2 H2

c et pour tout N 2 H2
c :

hH �M;Nit =
Z t

0

HsdhM;Nis = H � hM;Nit:

Preuve. On écrit :

H �M =

pX
i=0

M i
t ,
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où

M i
t := H(i)

�
Mti+1^t

�Mti^t

�
:

On commence par observer que, pour chaque 0 � i � p (M i
t )t�0 est martingale, en e¤et :

- Si s � ti :

E
h
H(i)

�
Mti+1^t

�Mti^t

�
=Fs

i
= H(i)E

h�
Mti+1^t

�Mti^t

�
=Fs

i
= H(i)

�
Mti+1^s �Mti^s

�
=M i

s:

- Si s < ti :

E
h
H(i)

�
Mti+1^t

�Mti^t

�
=Fs

i
= E

h
E
h
H(i)

�
Mti+1^t

�Mti^t

�
=Fti

i
Fs
i

= E
h
H(i)E

h�
Mti+1^t

�Mti^t

�
=Fti

i
Fs
i

= E
h
H(i)

�
Mti+1^t

�Mti^t

�
=Fs

i
= 0 =M i

s:

On a donc E [M i
t=Fs] =M i

s pour tout t � s et H �M =
p�1P
i=0

M i est bien une martingale.

De plus comme H est bornée et M 2 H2
c ; on a aussi H �M 2 H2

c :

Pour la deuxiéme partie, comme MN � hM;Ni est une martingale (car martingale locale

bornée dans L2 d�aprés la Proposition (1:5:5), alors :

�
M

ti+1 �M ti

�
N �

�
hM;Ni

ti+1 � hM;Niti
�
;

est aussi une martingale. Comme cette martingale est nulle en t � ti et comme H(i) 2 Fti :

H(i)

�
M

ti+1 �M ti

�
:N �H(i)

�
hM;Ni

ti+1 � hM;Niti
�
;

est encore une martingale puis en sommant sur 1 � i � p; (H �M)N =
R t
0
HsdhM;Nis

reste aussi une martingale.
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D�aprés la proposition (1:5:5) on identi�e le crochet de (H �M) et de N :

h(H �M) ; Ni = H � hM;Ni ;

en particulier que hH �M;H �Mi = H2 � hM;Mi :

Remarque 3.1.3 On utilise la notation intégrale :

(H �M)t =
Z t

0

HsdMs:

Théorème 3.1.1 (Existence de l�intégrale stochastique L2) Soit M 2 H2
c : L�application

M 2 " 7! H �M s�étend en une isométrie de L2 (M) dans H2
c : De plus,

1. La martingale H �M est caractérisée par la relation :

hH �M;Ni = H � hM;Ni ; 8 M 2 H2
c :

2. Si T est un temps d�arrêt, on a une propriété d�arrêt :

�
1[0;T ]H

�
�M = (H �M)T = H �MT :

Les notations intégrales de cette derniére propriété :

Z t

0

1[0;T ]HdM =

Z t^T

0

HdM =

Z t

0

HdMT :

Propriété 3.1.1

1.

R :
0
HsdMs; N

�
t
=
R :
0
Hsd hM; Nis :

2.

R :
0
HsdMs;

R :
0
KsdMs

�
t
=
R t
0
HsKsd hM; Nis :

3. Soient M 2 H2
c ; N 2 H2

c et H 2 L2 (M) ; K 2 L2 (M) ;
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comme H �M et (H �M) (K �N)� h(H �M) ; (K �N)i sont des martingales,

on a pour tout t 2 R+ les moments suivants :

E
�Z t

0

HsdMs

�
= 0

E
��Z t

0

HsdMs

��Z t

0

ksdMs

��
= E

�Z t

0

Hsksd hM; Nis
�
:

3.2 Intégrale par rapport à une martingale locale

Dé�nition 3.2.1 (Espace L2loc(M)) SoitM une martingale locale continue, on note L2loc(M)

l�espace des processus progressifs H tels que pour tout t � 0;

Z t

0

H2
sd hM; Mis < +1 p:s:

Théorème 3.2.1 (Existence de l�intégrale stochastique générale) Soit M une mar-

tingale locale issue de 0: Pour tout H 2 L2loc(M); il existe une unique martingale locale

issue de 0, notée H �M; telle que pour toute martingale locale N ,

hH �M; Ni = H � hM; Ni :

De plus, si T est un temps d�arrêt, on a :

�
1[0;T ]H

�
�M = (H �M)T = H �MT :

Propriété 3.2.1 Soient M une martingale locale et H 2 L2loc(M): Alors on a :

E
�Z t

0

HsdMs

�
= 0 et E

"�Z t

0

HsdMs

�2#
= E

�Z t

0

H2
sd hM; Nis

�
:
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3.3 Intégrale par rapport à une semi-martingale

On s�intérèsse dans cette section de construire l�intégrale stochastique par rapport aux

semi-martingales continues. Pour cela, on dit qu�un processus progressif H est localement

borné si :

p:s 8 t � 0; sup
s�t
jHsj < +1 :

- Si H est localement borné, pour tout processus A à variation �nie on a :

p:s

Z t

0

jHsj jdAsj < +1 :

Dé�nition 3.3.1 (Intégrale par rapport à une semimartingale) Soit X une semi-

martingale continue, et soit H un processus progressif localement borné.

L�intégrale stochastique H �X est alors dé�nie par :

H �X = H �M +H � A:

Proposition 3.3.1

1. L�application (H;X) 7! H �X est bilinéaire.

2. Si H est un processus progressif élémentaire, alors :

(H �X)t =
p�1X
i=1

Hi

�
Xti+1^t

�Xti^t

�
:

3. Si X est une martingale locale (resp. si X est un processus à variation �nie) alors

il en est de même pour H �X:
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3.4 Intégrale de Wiener

On veut dé�nir : Z t

0

f (s) dBs:

Dé�nition 3.4.1 On note L2 (R+) =
n
f : R+ ! R borélienne tq

R +1
0

jf (s)j2 ds < +1
o
:

C�est un espace de Hilbert pour la norme jjf jj2 =
�R +1

0
f (s) ds

� 1
2
:

a. Fonctions en escalier

Dé�nition 3.4.2 i) Pour f = 1ju;vj :

Z +1

0

f (s) dBs = B (v)�B (u) :

ii) Pour f une fonction en escalier, i.e. : f(x) =
Pn

i=1 fi�11]ti�1;ti ]
:

Z +1

0

f (s) dBs =
nX
i=1

fi�1 (B (ti)�B (ti�1)) :

Propriété 3.4.1 On note I(f) d�ef=
R +1
0

f (s) dBs:

i) L�intégrale est linéaire :

I (f + g) = I(f) + I(g):

ii) I(f) est une variable gaussienne véri�e :

E [I(f)] = 0 et V ar [I(f)] =
Z +1

0

f 2 (s) ds:

iii) Si f et g sont des fonctions en escalier :

E [I(f)I(g)] =
Z +1

0

f (s) g(s)ds:
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Preuve.

i) La linéarité est immédiate.

ii) I(f) est gaussienne car le processus B est gaussien, centrée car B est centrée. De plus :

V ar [I(f)] =
i=nX
i=1

f 2i�1V ar (B (ti)�B (ti�1)) =
i=nX
i=1

f 2i�1 (ti � ti�1) =
Z +1

0

f 2 (s) ds:

iii) On a :

V ar (I(f + g)) = V ar (I(f) + I(g)) = V ar(I(f)) + V ar (I(g)) + 2E (I(f)I(g))

=

Z +1

0

f 2 (s) ds+

Z +1

0

g2 (s) ds+ 2E (I(f)I(g))

=

Z +1

0

(f + g)2 (s)ds:

Alors :

E [I(f)I(g)] =
Z +1

0

f (s) g(s)ds:

b. Cas général

Si f 2 L2 (R+) ; il existe une suite fn de fonctions en escalier qui converge dans L2 (R+)

vers f , c�est-à-dire qui véri�e :

Z +1

0

jfn � f j2 (x)dx !
n!+1

0

Propriété 3.4.2 La suite fn est de Cauchy dans L2 (R+). La suite de v.a :

Fn =

Z +1

0

fn (s) dBs,
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est une suite de Cauchy dans l�espace de Hilbert L2 (
), en e¤et :

jjFn � Fmjj2 = jjfn � fmjj2 !
n;m!+1

0;

donc elle est convergente, et on pose que :

I(f)
d�ef
=

Z +1

0

f (s) dBs = lim
n!+1

Z +1

0

f (s) dBs:

Propriété 3.4.3 Soit f 2 L2 (R+) et I(f) 2 L2 (
) :

1. L�application f ! I(f) est linéaire et isométrique de L2 (R+) dans L2 (
) :

2. I(f) est une variable gaussienne véri�e :

E [I(f)] = 0 et V ar [I(f)] =
Z +1

0

f 2 (s) ds:

3. E [I(f)I(g)] =
R +1
0

f (s) g(s)ds:

4. E
�
Bt
R
R+ f (s) dBs

�
=
R t
0
f (s) ds:

3.4.1 Processus lié à l�intégrale stochastique

On dé�nit pour f 2 L2loc :

Z t

0

f (s) dBs =

Z +1

0

1[0;t](s)f(s)dBs;

telle que L2loc représente la classe de fonctions f pour la quelle :

Z T

0

jf (s)j2 ds <1;8T:

Théorème 3.4.1 Soit f 2 L2loc et Mt =
R t
0
f (s) dBs:

1. Le processus M est une martingale continue, la v.a. Mt est d�espérance 0 et de
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variance
R t
0
f 2 (s) ds:

2. Le processus M est un processus gaussien centré de covariance
R t^s
0
f 2 (u) du:

3. Le processus
�
M2
t �

R t
0
f 2 (s) ds; t � 0

�
est une martingale.

4. Si f et g sont dans L2loc, on a :

E
�Z t

0

f (u) dBu

Z s

0

g (u) dBu

�
=

Z t^s

0

f (u) g(u)du:

3.4.2 Intégration par parties

Théorème 3.4.2 Si f est une fonction de classe C1; Alors :

Z t

0

f(s)ds = f(t)Bt �
Z t

0

f(s)Bsds:

On peut aussi écrire cette formule

d(Btf(t)) = f(t)dBt +Btf
0(t)dt:

3.5 Intégrale d�Itô

On se donne un espace (
; F; P ) et un mouvement Brownien B sur cet espace. On désigne

par Ft = � (Bs; s � t) la �ltration naturelle du mouvement Brownien.

Dé�nition 3.5.1 On veut généraliser l�intégrale de Wiener et dé�nir :

Z t

0

HsdBs;

pour des processus stochastiques H.

a. Cas de processus étagés (élémentaires)
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Pour H processus étagés (élémentaire) de la forme :

Hs (!) =
n�1X
j=0

Hj (!)1]tj ;tj+1 ]
(s) ;

on dé�nit : Z 1

0

H (s) dBs =
n�1X
j=0

Hj
�
Btj+1 �Btj

�
:

Alors, on a :

E
�Z 1

0

H (s) dBs

�
= 0 et V ar

�Z 1

0

H (s) dBs

�
= E

�Z 1

0

H2
sds

�
;

et, on dé�nit : Z t

0

H (s) dBs =
n�1X
j=0

Hj
�
Btj+1^t �Btj^t

�
:

b. Cas général

On dé�nit l�ensemble � = fH adapté continu à gauche limité à droite

tel que kHk2 = E
�R1
0
H2
t dt
�
<1

	
:

Remarque 3.5.1 - Les processusH càglàd de carré intégrable appartenant à L2 (
� R+) :

- Les processus étagés appartiennent à �:

Si H 2 �, 9 (Hn)n processus étagés tq : lim
n!+1

Hn = H dans L2 (
� R+) : Alors on dé�nit

pour tout H 2 � : Z 1

0

H (s) dBs = lim
n!+1

Z 1

0

Hn
s dBs;

où

E
�Z 1

0

H (s) dBs

�
= 0 et E

�Z 1

0

H (s) dBs

�2
= E

�Z 1

0

H2
sds

�
:

Propriété 3.5.1 On note � l�ensemble L2 (
� R+) des processus H adaptés càglàd vé-

ri�ant :

E
�Z t

0

H2
s (!) ds

�
<1;8t:
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i) Linéarité : Soit a et b des constantes et (H i; i = 1; 2) deux processus de �. On a :

Z t

0

�
aH1

s + bH
2
s

�
dBs = a

Z t

0

H1
sdBs + b

Z t

0

H2
sdBs:

ii) Soit Mt =
R t
0
HsdBs; où H 2 �; alors est une martingale à trajectoires continues.

iii) Soit Nt =
�R t

0
HsdBs

�2
�
R t
0
H2
sds; le processus (Nt; t � 0) est une martingale.

Corollaire 3.5.1 Soit Mt (H) =
R t
0
HsdBs et Mt (K) =

R t
0
KsdBs:

1. E (Mt) = 0 et V ar (Mt) =
R t
0
E (Hs)2 ds:

2. E
�R t

0
HsdBs

R t
0
KsdBs

�
= E

�R t
0
HsKsds

�
:

3.
�
Mt (H)Mt (K)�

R t
0
HsKsds

�
est une martingale.

3.5.1 Processus d�Itô

Dé�nition 3.5.2 Soit (
;F ; (Ft)t�0 ;P) un espace probabilisé et (Bt)t�0 un (Ft)t�0 mou-

vement brownien. On appelle processus d�Itô, un processus (Xt)0�t�T à valeurs dans R

tq :

P� p:s: 8t � T; Xt = X0 +

Z t

0

Ksds+

Z t

0

HsdBs;

avec : 8>>>>>>><>>>>>>>:

X0 est F0 �mesurable;

(Kt)0�t�T et (Ht)0�t�T des processus adaptés à (Ft)t�0 ;R T
0
jKsj ds < +1 P� p:s:;R T

0
jHsj2 ds < +1 P� p:s::

Proposition 3.5.1 Soit (Mt)0�t�T une martingale continue tq Mt =
R t
0
Ksds;

avec P� p:s:;
R T
0
jKsj ds < +1 alors :

P� p:s: 8t � T; Mt = 0:
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Ceci entraîne que :

- La décomposition d�un processus d�Itô est unique. Ce qui signi�e que si pour tout t;

Xt = X0 +

Z t

0

Ksds+

Z t

0

HsdBs = X
0

0 +

Z t

0

K
0

sds+

Z t

0

H
0

sdBs;

alors 8>>>><>>>>:
X0 = X

0
0 P� p:s:;

Ks = K
0
s ds
 P� p:p:;

Hs = H
0
s ds
 P� p:p::

- Si (Xt)0�t�T est une martingale de la forme X0 +
R t
0
Ksds+

R t
0
HsdBs alors :

Kt = 0 dt
 P� p:p::

3.5.2 Formules d�Itô

Formule d�Itô pour le processus d�Itô

Théorème 3.5.1 Soit (Xt)0�t�T un processus d�Itô sur [0; T ],

Xt = X0 +

Z t

0

Ksds+

Z t

0

HsdBs:

Si f une fonction deux foix continuiment di¤érentiable sur R (i.e.f 2 C2): Alors :

f (Xt) = f (X0) +

Z t

0

f
0
(Xs) dXs +

1

2

Z t

0

f" (Xs) d hX;Xis

où par dé�nition

hX;Xit =
Z t

0

H2
sds

d hX;Xit = dXt:dXt = H2
t dt
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avec la table de multiplication :

dt dBt

dt 0 0

dBt 0 dt

et Z t

0

f
0
(Xs) dXs =

Z t

0

f
0
(Xs)Ksds+

Z t

0

f
0
(Xs)HsdBs:

Cette formule s�ecrit sous forme di¤érentielle :

df (Xt) = f
0
(Xt) dXt +

1

2
f" (Xt) d hX;Xit

= f
0
(Xt) dXt +

1

2
f" (Xt)H

2
t dt:

Proposition 3.5.2 Supposons que :

Xt = X0 +

Z t

0

K(Xs)ds+

Z t

0

H(Xs)dBs;

où K et H sont des fonction de R dans R bornées.

Si f est une fonction de R dans R de classe C2 à dérivées bornées et véri�ant :

8 x; K(x)f 0(x) +
1

2
H2(x)f"(x) = 0:

Le processus f(X) est une martingale .

Fonction dépendant du temps

Théorème 3.5.2 Soit f une fonction dé�nie sur R+�R de classe C1 par rapport à t, de

classe C2 par rapport à x, à dérivés bornées , on a :

f (t;Xt) = f (0; X0) +

Z t

0

f
0

t (s;Xs) ds+

Z t

0

f
0

x (s;Xs) dXs +
1

2

Z t

0

f "
xx
(s;Xs) d hX;Xis
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comme précédemment, on peut écrire cette formule sous forme di¤érentielle :

df (t;Xt) = f
0

t (t;Xt) dt+ f
0

x (t;Xt) dXt +
1

2
f "
xx
(t;Xt) d hX;Xit

= f
0

t (t;Xt) dt+ f
0

x (t;Xt) dXt +
1

2
f "
xx
(t;Xs)H

2
t dt

= [f
0

t (t;Xt) +
1

2
f "
xx
(t;Xt)H

2
t ]dt+ f

0

x (t;Xt) dXt:

Formule d�Itô dans le cas brownien

Théorème 3.5.3 Soit B un mouvement brownien .

Si f : R �! R est à dérivée seconde continue et bornée (i:e:f 2 C2b (R)): Alors :

f (Bt) = f (B0) +

Z t

0

f
0
(Bs) dBs +

1

2

Z t

0

f" (Bs) d hB;Bis ,

où par dé�nition

d hB;Bis = ds:

Cette formule s�ecrit sous forme di¤érentielle

df (Bt) = f
0
(Bt) dBt +

1

2
f" (Bt) dt:

Si f une fonction dé�nie sur R+�R de classe C1 par rapport à t, de classe C2 par rapport

à x, à dérivés bornées (i:e:f 2 C(1:2)b ) :

f (t; Bt) = f(0; 0) +

Z t

0

f
0

t (s; Bs) ds+

Z t

0

f
0

x (s; Bs) dBs +
1

2

Z t

0

f "
xx
(s; Bs) d hB;Bis
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comme précédemment, on peut écrire cette formule sous forme di¤érentielle :

df (t; Bt) = f
0

t (t; Bt) dt+ f
0
x (t; Bt) dBt +

1

2
f "
xx
(t; Bt) d hB;Bit

= f
0

t (t; Bt) dt+ f
0

x (t; Bt) dBt +
1

2
f "
xx
(t; Bs) dt

= (f
0

t (t; Bt) +
1

2
f "
xx
(t; Bs))dt+ f

0

x (t; Bt) dBt:

Formule d�Itô multidimensionnelle

Théorème 3.5.4 Soient (X1
t ; X

2
t ; :::; X

n
t ) un processus d�Itô à valeurs dans R,

pour i = 1; :::; n;

X i
t = X

i
0 +

Z t

0

Ki
sds+

pX
j=1

Z t

0

H i;j
s dB

j
s :

Théorème 3.5.5 Alors si f est une fonction deux fois di¤érentiable en x est une fois

di¤érentiable en t, ces dérivées étant continues en (t; x) ; on a :

f
�
t;X1

t ; X
2
t ; :::; X

n
t

�
= f

�
0; X1

0 ; X
2
0 ; :::; X

n
0

�
+

Z t

0

�sf
�
s;X1

s ; X
2
s ; :::; X

n
s

�
ds

+
nX
i=1

Z t

0

�xif
�
s;X1

s ; X
2
s ; :::; X

n
s

�
dBis

+
1

2

nX
i;j=1

Z t

0

�xi;xjf
�
s;X1

s ; X
2
s ; :::; X

n
s

�
d


X i; Xj

�
s

avec

dBis = K
i
sds+

pX
j=1

H i;j
s dB

j
s

et

d


X i; Xj

�
s
=

pX
m=1

H i;m
s Hj;m

s ds:
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Formule Intégration par parties

La formule d�intégration par parties décrite dans le résultat suivant est une conséquence

de la formule d�Itô,

f (Xt) = f (X0) +

Z t

0

f
0
(Xs) dXs +

1

2

Z t

0

f" (Xs) d hX;Xis :

Proposition 3.5.3 Soient Xt et Yt deux processus d�Itô :

Xt = X0 +

Z t

0

Ksds+

Z t

0

HsdBs

et

Yt = Y0 +

Z t

0

K
0

sds+

Z t

0

H
0

sdBs:

Alors

XtYt = X0Y0 +

Z t

0

XsdYs +

Z t

0

YsdXs + hX; Y it

avec la notation hX; Y it =
R t
0
HsH

0
sds:

Preuve. On a d�aprés la formule d�Itô,

(Xt + Yt)
2 = (X0 + Y0)

2 + 2

Z t

0

(Xs + Ys) d (Xs + Ys) +

Z t

0

(Hs +H
0
s)
2
ds:

X2
t = X

2
0 + 2

Z t

0

XsdXs +

Z t

0

H2
sds:

Y 2t = Y
2
0 + 2

Z t

0

YsdXs +

Z t

0

H 02
s ds:

d�où en faison la di¤érence entre la premiére ligne et les deux suivantes, on trouve :

XtYt = X0Y0 +

Z t

0

XsdYs +

Z t

0

YsdXs +

Z t

0

HsH
0
sds:
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3.5.3 Application de la formule d�Itô

calcul d�une intégrale stochastique

Considérons f(x) = x2 et Xt = Bt, la formule d�Itô donne :

B2t = 0 + 2

Z t

0

BsdBs +
1

2

Z t

0

2ds

= 2

Z t

0

BsdBs + t:

D�où Z t

0

BsdBs =
B2t � t
2

:

Solution d�EDS ( Modèle de Black-Sholes)

Nous allons maintenant nous intéresser aux solutions (St)t�0 de :

St = x0 +

Z t

0

Ss (�dt+ �dBt) ;

où les coe¢ cients �1 < � < +1; � > 0 sont constants.

On écrit souvent ce type d�équation sous la forme :

8><>: St = x0 +
R t
0
Ss (�dt+ �dBt) ;

S0 = x0:

Cela signi�e que l�on cherche un processus adapté (St)t�0 tel que les intégrales
R t
0
Ssds etR t

0
SsdBs aient un sens, et qui véri�e pour chaque t :

St = x0 +

Z t

0

�Ssds+

Z t

0

�SsdBs P� p:s:

Faisons tout d�abord un calcul formel, posons Yt = log (St) où St est un processus d�Itô

avec Ks = �Ss et Hs = �Ss:
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Appliquons la formule d�Itô à f (x) = log (x) on obtien, en supposant que St est positif :

log (St) = log (S0) +

Z t

0

dSs
Ss

+
1

2

Z t

0

� 1

S2s
�2S2sds

= log (S0) +

Z t

0

(�ds+ �dBs)� 1
2

Z t

0

�2ds

= log (S0) +

Z t

0

�
�� 1

2
�2
�
ds+

Z t

0

�dBs:

On en déduit que :

Yt = log (St) = log (S0) +

�
�� 1

2
�2
�
t+ �Bt:

Donc la solution de l�équation précédente

St = x0 exp

��
�� 1

2
�2
�
t+ �Bt

�
:

Ce processus est appelé mouvement Brownien géométrique issu de x0 de dérive � et de

volatilité �; il est utilisé dans la célèbre modèle de Black et Scholes en mathématiques

�nancière.
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Conclusion

L�objectif de notre travail est l�étude du mouvement brownien et l�intégrale stochastique.

Nous avons tout d�abord présenté les notions suivantes : quelques rappels de la processus

stochastique, et ensuite la construction du mouvement brownien, qu�il s�agit d�un processus

qui est à la fois une martingale, un processus gaussien,...etc. Et en�n on présente le calcul

stochastique qui est établit par le mathématicien japonais Kiyoshi Itô qui décrit l�intégrale

d�Itô et les formules associées.
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Annexe : Abréviations et Notations

Les di¤érentes abréVariations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont ex-

pliquées ci-dessous.

(
;F ;P) : Espace de probabilité.

fFtgt�0 : Filtration.

B(R+) : Latribu borélienne sur R+.

P� p:s: : Presque sûrement pour la mesure de probabilité P.

B = (Bt)t�0 : Mouvement Brownien .

s ^ t : min(s; t):

? : Indépendance.

MTn : MTn^t .

L2 (
) : L�espace des variables aléatoires de carré intégrable.

L2 (
� R+) : L�ensemble des processus X tel que E
�R1
0
X2
t dt
�
<1.

L2loc (
� R+) : L�ensemble des processus X tel que E
hR t
0
X2
sds
i
<1;8t:

ds
 P� p:p: : Presque partout pour la mesure produit de la mesure de lebesgue et la mesure de probabilité P:

Rn : L�espace réel euclidien de dimension n.

Mn;d (R) : L�ensemble des matrices réelles n� d.

L (Rn;Mn;d (R)) : L�espace des fonctions linéaires continues de Rn dansMn;d.

EDS : Equation di¤érentielle stochastique.

C2b (R) : L�ensemble des fonctions de classe C2 telle que f; f
0
et f " sont bornés.
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