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Introduction

La théorie des valeurs extrémes (TVE) est une vaste théorie dont le but est d’étudier les
événements rares (les événements dont la probabilité d’apparition est faible). L’objectif
de cette théorie est la connaissance de la loi asymptotique des extrémes d’un échantillon,
nommeée loi des valeurs extrémes. La loi des valeurs extrémes dépende d’un parameétre réel
inconnu 7 appelé 'indice de queue ou lindice des valeurs extrémes (IVE), cet indice est
un élément fondamental permettant de contréler la lourdeur de la queue de distribution

étudiée.

L’estimation de l'indice des valeurs extrémes d’une distribution & queue lourde dépend
fortement du choix du nombre de statistiques d’ordre extrémes a utiliser dans cette esti-
mation. Il est bien connu que la fagon de choisir la valeur du nombre de statistiques d’ordre
extrémes que I’on note k est toujours un probléme difficile méme si la forme d’estimation a
été déterminée. En effet, sélectionner une bonne valeur de k est une tache sensible. Lorsque
k est petit la variance de ’estimateur est grande et 1'utilisation de grande valeur de k in-
troduit un grand biais dans 'estimation. L’équilibrage de ces composants (la variance et

le biais) est important dans les applications.

Dans ce mémoire, nous nous intéressons a répondre a la question : comment choisir le
nombre de statistiques d’ordre extrémes impliqué dans le calcul de ’estimateur de L’TVE.
Pour cela, 'organisation de ce travail est la suivante :

Chapitre 1 : Introduction a la théorie des valeurs extrémes : dans ce chapitre nous rap-

pelons la définition des statistiques d’ordre, le comportement asymptotique du maximum
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d’un échantillon. On donne ensuite des résultats décrivant les limites possibles de la loi du
maximum d’un échantillon. Pour cela on a introduit deux théorémes essentiels & la com-
préhension de la TVE : théoréme de Fisher-Tippet et celui de Balkema-de Haan-Pickands.

On s’intéresse a ’estimation semi-paramétrique de IVE.

Chapitre 2 : Détermination du nombre de statistiques d’ordre extrémes : Le probléme
du choix du nombre de statistiques d’ordre extrémes a recu beaucoup d’attention dans la
littérature. Nous abordons dans ce chapitre certaines des méthodes proposées pour équili-
brer entre deux vices : Biais et variance, afin d’obtenir un nombre optimal de statistiques

d’ordre qui localise ou la queue de distribution (vraiment) commence.



Chapitre 1

Introduction a la théorie des valeurs

extrémes

La théorie des valeurs extrémes vient en complément de la statistique classique ou il
est généralement question d’étudier le comportement de variables aléatoires autour de
leurs moyennes, il s’agit dans cette théorie de caractériser le comportement des queues
de distribution a l'aide de modeles permettant un bon ajustement au-dela du maximum
de I’échantillon. Nous introduisons tout d’abord quelques caractéristiques de bases sur les
théorémes limite et les statistiques d’ordre, puis nous présentons les notions essentielles
dans la théorie des valeurs extrémes (TVE) telles que les différentes distributions des
valeurs extrémes, domaine d’attraction et estimation semi-paramétrique de l'indice des

valeurs extrémes.

1.1 Deéfinitions et caractéristiques de bases

1.1.1 Loi des grands nombres

Soit (X;);>1 une suite des variables aléatoires (va’s) réelles indépendantes et identique-

ment distribuées (i.i.d) intégrables d’espérance commun E(X), les lois des grands nombres
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portent sur le comportement de la moyenne empirique X,, quand n — oo ol

_ 1 <&

Loi faible des grands nombres : X,, —— E(X), quand n — oo. (1.1)
Loi forte des grands nombres : X,, = E(X), quand n — oco. (1.2)

1.1.2 Théoréme central limite

Le résultat suivant explique la place fondamentale des variables aléatoire gaussienne en

probabilité et en statistique.

Théoréme 1.1.1 (Théoréme Central limite) Soit (X;);>1 une suite de va’s réelles

i.i.d, telle que B(X?) < oo, et X,, sa moyen empirique alors

B s

On peut aussi en déduire que la loi de Y X; = nX,, est proche de N'(nE (X,),no?), ou
i=1
o? = var(Xy).

Preuve. Voir Jean-Francois Delmas [8]. m

Définition 1.1.1 (Distribution empirique) la fonction de répartition empirique F,
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associée a une échantillon (X1, -+ ,X,) est :
1 n
F.(r)=-) 1(X; < 1.4
0= 210 (1.4

0 st z<Xi,
= % St ka <z < XkJan , pour 1 S k S n,

1 si 22> X,
voir la page 6

Définition 1.1.2 (Inverse généralisé) On appelle L’inverse généralisé de h , lapplica-

tion notée h telle que :
R (t) = inf{x € R, h(x) > t}. (1.5)

Remarque 1.1.1 La fonction de quantile de F' c’est I'inverse généralisé et notée Q(t)
telle que
Qt)=F (t)=inf{z e R, F(x) >t},0<t < 1. (1.6)

Définition 1.1.3 (fonction de quantile empirique) On appelle fonction de quantile

empirique de distribution I et notée Q,(t) telle que :

Qu(t)=F, (t)=inf{z e R, F,(z) > t}, 0<t <1 (1.7)

1—1 )
— Xi,n; —<t S )y
n n

ou F'(z)=P(X <x).

Définition 1.1.4 (fonction de queue) On appelle fonction de queue ou (de survie) F,
la fonction définie par

F(r)=1-F(x). (1.8)
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Remarque 1.1.2 Pour plus de détails sur ces fonctions, voir Embrech et al. [10], ou bien

Beirlant et al. [3].

1.2 Statistiques d’ordre

Soit X4,---,X,, n va i.i.d de densité de probabilité f et de fonction de distribution F.

On appelle statistique d’ordre notées X ,,,--- , X, , les va’s ordonnées comme suit
Xin < Xop <o < X0,
telle que :
Xip =min(Xy, -, X,), Xpn = maz(Xy, -, X,).
La fonction de répartition de la statistique d’ordre du maximum X,, ,, est :
Fx, . (x) = P(X,, <z)=[F(x)]", (1.9)

et sa densité :

fxun (@) =nf(x)F(x)"", pour x € R. (1.10)

La fonction de répartition de la statistique d’ordre du minimum X, ,, est :
Fx,, (1) = P(Xyn <x) =1—[1-F(2)]",
de méme, sa densité est :

fx. (@) =nf(z)[l — F(z)]"', pour z € R. (1.11)
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1.2.1 Distribution de la ki*™¢statistique d’ordre

La fonction de répartition de la ki*™¢statistique d’ordre est :

Fx, (1) = P(Xy, < ) (1.12)

= P{au moins k des X, sont inférieur a x}

= Z P{exactement r de X7, -- , X, sont inférieur a x}
r=~k

= ZC;[F(x)]T[l — F(z)]"™", z € R,

ou

Sa fonction densité est :

n!
(k—1Dl(n —k)!

fxa (@) = [F(@)" L= F(a)" " f(x), = € R. (1.13)

1.2.2 Distribution jointe de deux statistiques d’ordre

Soit X, ,, et X, deux statistiques d’ordre si x >y :

F(X’i,ny Xj,n) (x7 y) = P(Xzyn S x’ ijn S y) (]"]‘4)

= FXj,n (y) )
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et six <y:
F(Xi,n7 Xj,TL)<I7y) = P(qu,n S x’ van S y) (1']‘5)
= P{au moins i de Xy, -, X, sont inférieure a x et
au moins j de Xy, ---, X, sont inférieure a y}

n T
= Z Z P{exactement s de Xi,---, X, sont inférieure a = et

r=j s=i
exactement r de Xi,- -, X, sont inférieure a y}

n r n' F s F F r—s 1 F J—
R gj;S!(T i @) - F@I = Pl

—o<r <y < +00o,

et sa densité

n!
DI —i-Din—J)

(@) (@)[Fy) = F@)P ™ )L = Fy)l™™,

(1.16)

f(Xi,na Xj,'rL)(I? y) = (

—oo <<y < +00.

1.2.3 Densité jointe de n statistique d’ordre

Soit X1,---,X,, n va i.i.d de densité de probabilité f, alors la densité de la statistique

d’ordre (X, < Xp, <--- < X,,) est:
JXime Xn) (T1,0 T) = n!Hf(zi), —00 < T < v < Ty < F00. (1.17)

=1

Preuve. Les démonstrations détaillées sont données dans Arnold [I]. m
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1.3 Distribution des valeurs extrémes

Théoréme 1.3.1 (Fisher et Tippet(1928), Gnedenko(1943)) Soit (X1, -, X, ) est

une suite des va’s i.i.d si il existe deux suites normalisant b, € R, a, > 0 alors :

lim P[(M <) = lim F"(a,z + b,) — G(x), (1.18)

n—oo an n—oo

telle que G fonction de distribution non dégénérée et doit étre qu’ une de ces trois distri-

bution suivantes :

1)Loi de Fréchet :

o, (x) = -, a>0. (1.19)
2)Loi de Weibull :

1 st x>0
U, (z) = , a> 0. (1.20)

exp(—(—z)¥) si =<0

3)Loi de Gumbel :
A(z) = exp(—e ™), z € R. (1.21)

Les suites (ay,), (b,) ne sont pas unique et les trois distribution ®,, V., A sont les dis-

tributions des valeurs extrémes standard.

Remarque 1.3.1 Pour plus de détaille on pourra se référer & Embrech et al (1997) [10],

Resnick (1987) [17].
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1.3.1 Loi max stable

Définition 1.3.1 On dit que F' est max stable si pour tout n > 1, Xq,---,X,, des va’s

i.i.d de loi F', M,, = max(Xy,---,X,), il existe suite a, > 0, b, € R telle que :

a, (M, —b,) ~ F.

n

Remarque 1.3.2 Si Xy, ---,X,, desva’si.i.d de loi Fréchet ®,, il existe a,, = n%, b,=0
alors :

na M, <X

Si Xq,---, X, des va’s i.i.d de loi Weibull ¥, il existe a,, = né, b, = 0 alors :
na M, < X.

Si Xi,---,X, des va’s i.i.d de loi Gumbel A il existe a,, = 1, b, = Inn alors :

M, —Inn< X.

Remarque 1.3.3 D’aprés Embrech et al (1997) [10], les va’s dans les trois domaines

d’attraction de Fréchet, Gumbel, Weibull sont liées par la relation suivante pour X > 0

X~d, = -X'~V, <= hX*~A (1.22)

1.3.2 Distribution des valeurs extrémes généralisé (GEV)

De représentation de Jenkinson-Von Mises, on peut ressembler les trois familles de lois en

une seule famille paramétrique Gy donnée par :

exp{—(1+ m_% St 0, 1+~vx >0
(o) = p{—(1+~z) "} v # ot | (1.23)

exp{—exp(—z)} si v=0

10
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v € R c’est I'indice de queue ou l'indice des valeurs extrémes, ce indice est un élément
fondamental permettant de controéler la lourdeur de la queue de la distribution. La fonction

G.est appelée loi des valeurs extrémes généralisé, voir Embrech et al (1997) [10].

Remarque 1.3.4 Si~vy > 0 on dit que F appartient au domaine d’attraction de Fréchet, ce
domaine contient les fonctions de répartition a queue lourdes par exemple : Loi de Cauchy,
Loi Student.

Sty < 0 :on dit que F' appartient au domaine d’attraction de Weibull, ce domaine contient
la majorité des fonctions de répartition dont le point terminal est fini par exemple : Lo
Uniform, Loi Béta.

Sty =0: on dit que F' appartient au domaine d’attraction de Gumbel, ce domaine contient
les fonctions de répartition a décroissante exponentielle par exemple : Loi Normal, Loi

Ezxponentielle, Loi Gamma.

Remarque 1.3.5 pour GEV nous avons les correspondances suivantes :
Fréchet : v = a~! > 0.

Weibull : v = —a~t < 0.

Gumbull : v = 0.

Pour x non centrée et non réduite on écrit :

Cso() = exp{—(1+(%5%)) 7} si v#0, 1+9(5¢) >0 | (1.24)

exp{—exp(— ("))} s ¥=0

avec 1 € R le paramétre de position et 6 > 0 le parameétre d’échelle. La densité de G5,

est g, telle que :

Guosy () = LI +9(52) 7 7 exp{—(1+7(54)77 si v £0, 1+7(52) >0
16,y - .
op{(—(5F) —exp(=(554)} s 7=0

(1.25)

11
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Densite Distribution
Lo L)
- | ———= Frechet -_— - == Frechgt |~~~ = =
— Surmibel — umigel

------ Rt = R S]] e W e bl

08
0

06
06

— —
- _ | o
=1 —
— _ | = _l-- @
= —
T T T T T T T T T T
=} -= O = =} =} -= (] = =}

Fia. 1.1 — Distributions et densités standard des valeurs extrémes

1.3.3 Domaine d’attraction

On appelle point terminal de la fonction de répartition F' le point noté zp telle que :
rxp=sup{zr € R: F(z) < 1}. (1.26)
et on note aussi la fonction quantile de queue par

Uty = F—(1 %), £ 1. (1.27)

Fonction a variation réguliére

On dit que F est une fonction a variation réguliére & I'infini si F' est positive a 'infini et

F(t
lim (t)

= @ 1.2
e %, >0, (1.28)

et notée F' € RV,, a € R, le nombre o appelé I'indice de variation réguliere.

12
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Remarque 1.3.6 Soit L une fonction satisfait[1.28] avec o = 0 appelé fonction a variation

lente, (voir de Haan et Ferreira, 2006 ).

Représentation de Karamata Si [ est une a variation lente il existe des fonctions
mesurables ¢ : RT — RT et ¢ : Rt — R avec lim; ., ¢(t) = ¢o > 0 et lim, o e(s) =
0, pour t > 0

I(t) = c(t) exp(/1 @ds). (1.29)

Remarque 1.3.7 Soit g est une fonction a variation réguliére a linfini(g € RV,) si et

seulement st pour tout t > 0

ot limy o0 c(t) = co > 0, limg_o0 £(8) = .
i) Si la fonction ¢ est constante, on dit que la fonction | est normalisé et dérivable telle

que sa dérivée ¢ est pour t > 0

it) Si fy € RV,,,, fa € RV,, alors :
J1f2 € RVinax(ay,a2)5
iii) Si de plus limy_.o fo(t) = 0o alors :
fio fa € RV a,,
i) Si f € RV, a >0 a l'infini alors

fteRrv.

13
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Proposition 1.3.1 (Potter 1942) Suppose que f € RV, si d1,92 > 0 sont arbitraires il

existe tg = to(01,02) tell que pour t > to, tx > tg

f(tx)
f(t)

(1 — 6;)z® min(z %2, %) < < (14 61)x max(27%2, 2%). (1.30)

Proposition 1.3.2 (Dress 1998) Si f € RV, pour tout e, 6 > 0 il existe ty = to(e, )

telle que pour t, tx >ty

20 2270, (1.31)

< e max(

)
70

Proposition 1.3.3 (de Haan et Ferreira (2006)) Soit f € RV, a € R a linfini alors

il existe une fonction o variation lente | a 'infini telle que
f(z) =z%l(x), x> 0.

Domaine d’attraction de Fréchet :

On dit que F' est appartient au domaine d’attraction de Fréchet notée F' € D(®,), v > 0
si et seulement si xp le point terminal xp = +00 et 1 — F(z) est une fonction a variation

réguliere d’indice —}Y. Et pour les suites on choisit :

Si F' € D(®,) alors (voir Embrech et al (1997) [10]) :
a;'M, -5 @,

Remarque 1.3.8 (Condition de Von-Mises) Supposons que F' est absolument conti-

14
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nue avec densité f(x) >0, x €|z, +00|, si pour y >0

lim /(@)

dm T = (1.32)

alors (Resnick (1987) [17].) : F' € D(®.,).

Domaine d’attraction de Weibull

Théoréme 1.3.2 On dit que F' est appartient au domaine d’attraction de Weibull noté :F €

D(vp,), v < 0 si et seulement si 1p < +00 et F(rp —a71) = x%L(x) On défini
F*(2) = F(zp —27') siz >0,

alors F'* € RV, et pour les suites on choisit
Y

1
a, =zp—F—(1=-), b, = zp.
n

Si F € D(v,) alors
a; (M, —by,) -5 4.

n

Preuve. Voir Embrech et al (1997) [10]. =

Remarque 1.3.9 (Condition de Von-Mises) Si F' est absolument continue avec den-

sité f(x) > 0, pour x €]zy,zp| et f(x) =0 pour x > xp, poury >0
- (1.33)

alors (Resnick (1987) [17]) : F' € D(1,)

15
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Domaine d’attraction de Gumbell :

Définition 1.3.2 (fonction de von-mises) F' est une fonction de von-mises si il existe

z < zp (rp le point terminal) telle que

1 — F(z) = cexp{— /1’ %t)dt}, 2 <x<Tp, (1.34)

avec ¢ > 0 et « est une fonction positive absolument continue de densité o’ vérifiant

lim, ., a'(x)=0

Théoréme 1.3.3 On dit que F est appartient au domaine d’attraction de Gumbel noté
F € D(A) si et seulement si il existe une fonction de von-mises F* telle que pour z < x <
Tp !

1

1—F(z) =c(z)[l — F*(z)] = c(x) exp{— /I Wdt}, (1.35)

o lim, ., c(x) = c > 0, et pour les suites on choisit :

Si F' '€ D(A) alors

Preuve. Resnick(1987) [17]. m

Remarque 1.3.10 (Condition de Von-Mises) Suppose que F admet une deuxiéme

dérivée négative f'(x) < 0 pour tout x €|xy,xp| et pour tout x > xp f(x) =0 et

T E R (1:36)

alors (Resnick (1987) [17]) : F € D(A).

16
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Proposition 1.3.4 F € D(G,) si et seulement sin F(a,x +b,) — —logG,(x) pour

n—oo

une certaine suite a,, > 0, b, € R on a alors :

a, (M, = by) = G, ().
Théoréme 1.3.4 (caractérisation de D(G.,)) Les affirmation suivantes sont équiva-
lentes :

a) F € D(G,).

b) il existe a une fonction mesurable positive telle que pour 1 + ~vx > 0

lim F(ujf:ca(u)) _ (1+7$)_% si. ¥ #0 | (1.37)

U—Tp F(u) exp(—x) si v =

c) pour z,y >0,y #1

_ e ) 0
i D) =UG) ) = st 770 (1.38)
u—oo U(sy) — U(s) e -
Iny

Preuve. Embrech et al (1997) [10]. =

Définition 1.3.3 (condition de premiére ordre) Pourz > 0, la fonction de queue de
quantile U a variation réguliére a l'infini avec indice v admet condition de premiére ordre

| Ultx) F(tr)

o Ulte) : lz) 1
th;nm 0 x (z)tEnw a0 x o, (1.39)

tell que F est une fonction & variation réguliere & Uinfini avec indice —%, F € RV_.1 et
Y

U € RV,.

Définition 1.3.4 (condition de seconde ordre) Une fonction U admet une condition

de seconde ordre a l'infini s’il existe un paramétre p < 0 et une fonction Ay avec lim; o, A;(t) =
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Introduction a la théorie des valeurs extrémes

0,V >0

x P_1
hm v = -T,Yx )
t—oo  Ay(1) p

(1.40)

avec |Ay| € RV,, v > 0 et pour la fonction F admet une condition de seconde ordre a

Uinfini s’il existe un paramétre p < 0 et une fonction Ay avec limy o, As(t) =0, Vo >0

S]]

. -1
(tz) L

lim 2O _ 3 (1.41)
im ———— =17 , .
t—oo  As(t) pY

2R

s

0l Aq(t) = Ay(1/1— F(1)), |Ao| € RVe

Remarque 1.3.11 (class de Hall) La classe de Hall est composée de l'ensemble des

distributions I telle que
F(z)=1- cx%l(l +dz7 +0(z7)), quand z — oo, (1.42)

oty >0,p<0,c>0etde R* Il s’atgit d’une sous classe de distributions a queues
lourdes, la relation peut étre reformulée en termes de fonction quantile de queue U
comme Suit :

U(t) = (1 + vdct? + 0(t”)), quand t — oo. (1.43)

1.3.4 Distribution conditionnelle des excés

Plutét que de considére le maximum d’un échantillon X5,---, X, on étudie les valeur
dépassent un seuil donnée , I'excés Y de la variable X au- dessus du seuil u est définit

par : X —u quand X > u

Définition 1.3.5 (la fonction distribution des excés) Soit X un variable aléatoire
de fonction répartition F' et de points terminal xg, pour tout u < xp la fonction dis-

tribution des excés définit par :

Flu+y) — F(u)

Ly > 0. (1.44)
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Définition 1.3.6 (Embrech et al (1997) [10], Coles [6]) On appelle fonction des ex-

cés en moyen "Mean excess function” la fonction e(u) définit par :

e(u) =EB[X —u/X > u|, pouru > 0. (1.45)

1.3.5 Distribution de Pareto généralisé (GPD)

La loi de Pareto généralisé noté GPD :

A(z) = R (1.46)
1—exp(—z) si v=

x>0 si v2>0

avec :
0<z< —% si v<0
H., est appelé loi Pareto Généralisé standard.
La fonction général de GPD noté H.,,5(x) = H,(*5"), On remplacent x par *7* dans

(1.47), telle que v € R appelé le parametre de localisation 5 > 0 appelé parametre d’échelle.
Le cas ou le parameétre de localisation est nul (v = 0) et (6 > 0) est important dans
'analyse statistique des événement extréme, cette famille noté par H, s(z) telle que :
x =1 3
1—(1+95)7 si v#0

H,p5(x) = (1.47)

1—e 5 si v=0

avec :
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Introduction a la théorie des valeurs extrémes

Sa densité est h, g ol

)7 sy #0

1 i =
5¢ 7 si vy=0

31+

™8

hy () = (1.48)

Remarque 1.3.12 La relation entre le loi Pareto généralisé standard H. et la loi des

valeurs extréme généralisé standard G., est :

H.,(x) =1+41logG,(x), silogG,(x) > —1. (1.49)

[0,00[ si 7>0
Suppose x; € 1=1,2 alors :

[0,%[ si y<0

H%B(xl + )

— = g 1 €T ]_50
H%B(ml) V,B8+7 ( 2) ( )

Suppose X a GPD avec paramétre v < 1 et 3, et pour u < xp

B+ yu

e(u) =E(X —u/X >u) = 1_7,6—|—vu>0 (1.51)

Théoréme 1.3.5 (Pickands-Balkema-de Haan) Une fonction de répartition F' appar-
tient au domaine d’attraction de G., si et seulement si il existe une fonction positive 5(u)

tell que :

lim  sup |Fu(y)—H%5(u)(y)’:0, (1.52)

U—TF O<y<zp—u
ot F,(y) : la fonction distribution des excés, H, g :le GPD et xp le point terminal, voir

Reiss et M.Thomas [16].
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Densité Distribution

08

06

04

02

00

F1G6. 1.2 — Distribution et densité standard de GPD

1.4 Estimation de l’indice des valeurs extrémes

On définit deux estimateurs semi paramétriques différentes basée sur la statistique d’ordre

Xin < --- < X, ,on considérant les k valeurs les plus grandes, K — oo lorsque n — oo

et £ —0.
n

1.4.1 Estimateur de Pickands

F € D(G7), v € R on définit l'estimateur de Pickands par :

1 Xn— n_Xn— n
~(P) In k, 2k, )

k.n = .
In 2 Xn—Zk,n — An—4kn

(1.53)

Théoréme 1.4.1 Soit Xy, -, X, n va #d,F € D(Gv),y € R la condition du second

ordre est vérifiée, soit k = k,, n > 1 une suite des entiers telle que 1 < k <n, k — oo et

% — 0 lorsque n — oo

Consistant faible :

i

,n

P
— 7, quand n — 00.

21
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Consistant fort : si de plus ﬁ — 00 quand n — oo alors

i

)

p.s
— 7, quand n — o0.

Normalité asymptotique :

\/E(%(qpi -7) <, N(0.6(7)), quand n — oo,

< L G Ol )
ot 6(v) = (;(2771)1112)2'

Estimateur de Pickands

(1.55)

(1.56)

— Z=aAarmima

— Fliclkands

—-—— == Eormes de confiance

(A
T
=
ul
!
:
4 1
4
1
Y
4
- b
I
Il
!
Y
i
N
H
{
|
!
|
|
!
!
|
|
|
i
i
Y

O S0 100 150 =200 250

200

F1G. 1.3 — Estimateur de Pickands, avec un intervalle de confiance de niveau 95%, pour
I'EVI de la distribution uniforme standard (y = —1) basé sur 100 échantillons de 3000

observations.

1.4.2 Estimateur de Hill

Pour F' € D(G7), v > 0, on définit I'estimateur de Hill par :

k
. 1
7](9{;[1) = E Z In Xn—j+1,n —In Xn—k,n
j=1

22

(1.57)



Introduction a la théorie des valeurs extrémes

Théoréme 1.4.2 Soit X1, -+, X, n va iid, de loi F telle que F(x) = :z:_%L(x), x >
0, v > 0 et L une fonction a variation lente :

i) Consistant faible : si k — oo et % — 0 et n — oo alors

ﬁ,gi) L5y, quand n — o (1.58)

k

Inlnn

i1) Consistant fort : si de plus — 00 quand n — oo alors

&](fi) 22, quand n — oo (1.59)

i11) Normalité asymptotique : supposons que F satisfaisant (1.41), si \/EA(%) — X quand

n — oo alors

A
VEGE =) == N2, 27, quand n— oo (1.60)

Preuve. de Haan et Ferreira (2006) [11]. m

Estimateur ode Hill

20

— Z=aAarruma
—-—— == Eormes de confiance
i —  Hill
Ty
n
e i
_— [N
—

AT
I

05

00

L] S0 100 150 =200 250 200

F1G. 1.4 — Estimateur de Hill,avec un intervalle de confiance de niveau 95%, pour I'EVI
de la distribution Pareto standard (v = 1) basé sur 100 échantillons de 3000 observations.
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Chapitre 2

Détermination du nombre de

statistiques d’ordre extrémes

2.1 Meéthode Graphique

Cette méthode consiste a tracer le graphe{(k,4x,) : 1 < k < n} dans le but de trouver
une valeur optimal de k noté k,,; est choisi dans la premiére région ou l'estimateur 4y,

devient stable.

Estimateur de Hill

EY
0

08

0

L] S0 100 150 Z00 Z50 =00

Fic. 2.1 — Méthode Graphique du choix de k.
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2.1.1 Meéthode Sum-Plot

Sousa et Michaildis [18] présentent une méthode qui basée sur le graphe du couple (k, Sy),

avec Sy une variable aléatoire définit par

k

k

Xin

Sk:ZiV’i:ZilogX —  pourk=1---.n (2.1)
i=1 i=1 i+ln

ot X;, la statistique d’ordre de (Xj,---,X,,) de distribution F' tel que
1— F(z) =2 7l(), (2.2)

avec [ est une fonction a variation lente, on choisit le nombre £, pour toute x > Xy 11, le
Sy est suit dans ce cas la distribution de gamma de paramétre (k, }Y), on tragons S contre
k, on s’attend a ce que le graphique obtenue doit étre linéaire dans la région correspondant

de la partie supérieur des statistiques d’ordre. Le fait d’étre estimé par le coefficient de

régression de la pente du modéle de régression linéaire simple ;
Si:50+ﬁli+€i7i:17"'7k‘ (23)

Par I'estimation des moindres carrés généralisés

ko, k

Y=0= 17V~ 7 108 X1, (2.4)

ou ¢!, : Vestimateur de Hill. En conclusion, si 8y = 0, alors 4 = 4/,
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2.2 Minimisation de ’erreur quadratique moyenne asymp-
totique

Dans cette section nous utilisons ’approche ci-dessus sur la base d’'un modeéle linéaire
généralisé de formulation, dans le but de déterminer la fraction de 1’échantillon extréme,
peut étre utilisé lors de l’estimation de ~, l'objectif est d’estimer l'erreur quadratique
moyenne asymptotique (AMSE) des estimateurs. Alors, k sera déterminé en minimisant

ces expressions d’erreur :
AMSE(%,) = Ex|(Bn —7)*] = Var(3,) + Biais*(%,,). (2.5)
ol Fo, est I'espérance mathématique suivant la distribution asymptotique. Le k,,; est :

kopt = argmin AMSE(%,,). (2.6)
k

2.2.1 Reésultat pour 'estimateur de Hill

Concernant l'estimateur de Hill pour les fonction appartenant au domaine d ’attraction
maximale de Fréchet, v > 0 (p = max(—1, —7)), de Haan et Peng (1998) ont proposé un
nombre optimale qui minimise I’erreur moyenne quadratique de 'estimateur de Hill (voir

Neves et Fraga Alves [15]) :

2y
Kopt ~ 2{z}s si =1 (2.7)

1
2~+1) 2
{(m)Q } T pmi s 0<y<1

2ns St v>1
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08
|

Mmsg

00

L] =l u] 1000 1<00 Z000

2.3 Procédures adaptatives

La procédure du choix optimale de k est souvent difficile du fait que celui-ci ne dépend
pas exclusivement de la taille de ’échantillon et de I'indice des valeurs extrémes 7, mais il
dépend d’autre parameétres inconnues (le parameétre de seconde ordre p etc...) intervenant
dans la fonction de distribution F. Il existe plusieurs algorithmes de procédures adaptatives

pour trouver un estimateur ko,de kqp

~

kopt P
— 1, quand n — oo.

kopt

2.3.1 Approche de Hall et Welsh

Hall et Welsh [12] prouvent que I’erreur quadratique moyenne asymptotique de 1’estimateur
de Hill est minimisée par

Al+p? 1 2

Cpt+1) g ————— 2.
AR vy 28)

kopt ~ (

Si la fonction de distribution satisfait la classe de Hall (1.42)) avec les paramétres p >

0, ¢ > 0 et d # 0 sont inconnus, ce résultat ne peuvent pas étre utilisé directement
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pour déterminer le nombre optimal de statistique d’ordre, la procédure de Hall et Welsh

construit un estimateur consistant pour £, :

fopt = [Aon @], (2.9)

ou
~H t -1 _ (AH -1 t
5= [log (AH( 1))_1 (7’;1(3)) | /log |, (2.10)
(3 (£2)) =1 = (3 (9)) ta
et ,
G (1)) — (3(3) [T
o = (25 -1/2 E p(’yn ( 1 _ n 211
o=y O 1)
Ce estimateur consistant de k,,; dans le sens quadratique :
2
cort Py ity = [n'], i=1,2 et s=[n%
kopt

pour certains

0<2p(l—7)<d<2p(2p4+1) < <Tp<1.

2.3.2 Approche de Bootstrap

La méthode de Bootstrap proposée initialement par Efron (1979), le principe de cette
méthode est rééchantillonner un grand nombre de fois I’échantillon initial. Cette procédure
exige que le paramétre p est connue et la taille n de I’échantillon est trés grande, cet

approche détermine la fraction de I’échantillon qui minimise 'erreur quadratique.

Bootstrap proposé par Hall

Hall [I3] propose la méthode du Bootstrap dans l'estimation de I'indice de queue pour le

nombre de statistique d’ordre extréme, cette méthode estime AMSFE.
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Nous avons quand k£ — oo, % —0:

Vot (V2 (kopt) = 7) = N (b,7%). (2.12)

Soit F' une fonction de distribution satisfait (2.2)) et (L.41]) avec p et v sont connus, le but

est de déterminer une estimateur l%opt tel que
A ~ d
Kopt (. (Kopt) =) == N(b,7%). (2.13)

Pour ceci c’est suffisant pour prouver

~

ko
Zopt P, (2.14)

kopt

Hall utilise des échantillons dont la taille n; est d’un ordre plus petit que la taille de
I’échantillon initiale on retire un sous -échantillon x; = {X},---, X} } du I'échantillon

total x,, = {X1, -+, X} (n1 << n) et X7

1,n1

< X5, < <X les statistiques

ni,ni

d’ordres de x;, . Nous avons défini :
717,1 kl kl Z log n1 i+1,n1 - log X:Ll k‘l ni* (215)
Le Bootsrap estime AMSE (nq, kq) :

MSE(ny, k1) = E[(3:, (k1) = v (k1)) | xol- (2.16)

—_—
Nous déterminons k et k; en minimisons M SE(nq, k1), Supposons que nous savons que

Pasymptotique k est k = cn® avec 0 < av < 1 et ¢ est inconnue et la relation k = ki (;-)°.
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Bootstrap proposé par Danielsson et al

Danielsson et al [7] proposent une méthode de remplacé 47 (k) par M, (k) ot :

k

1
My (k) =+ izl(log Xin —log Xpi10)2 (2.17)
Nous avons prouvé M, (k) 27, (k) converge en probabilité vers v quand k — o0, il a aussi
équilibrer la variance et le biais, il peut étre démontrer que les statistiques M, (k) (27, (k)—
Yn(k)) et v, (k) en la méme propriété asymptotique que leur moyenne asymptotique est 0
, il peut recevoir la méme valeur de k pour minimis¢ AMSE et E. (M, (k) — 2(7,(k))?)?.

Nous sélectionnons les statistiques pour détermine kjen minimisons Q(ny, k1) :
Q(na, k1) = B[(M;; (k1) — 2(7;(k1))*)*\xa)- (2.18)

La procédure de caleul 77 (k) est :

Etape 1 choisir njet ky, (n; = O(n'7¢), 0 < & < 1) et minimiser Q(ny, k1) pour déterminer
k1

Etape 2 nous supposons que ny = %% et répéter Etape 1 pour déterminer ko

Etape 3 nous pouvons calculer k

2 2
]% _ ﬁ (lOg kl) (logni—logki),/ lognl. (219)

ks (2logny — log ky)?

2.3.3 Approche Séquentielle

Cette procédure séquentielle est présenté par Dress et Kaufmann [9] pour construire une
estimation consistant du k,,; sans n’importe quelle connaissance sur la fonction de distri-
bution de la classe de Hall . Leur estimateur se fonde sur le fait que la fluctuation
aléatoire maximum z‘%(%n —7) avec 2 < i < k,, est de l'ordre (loglog n)% pour tous les sé-

quences intermédiaires k,,, cet estimateur est basé sur le temps d’arrét pour des séquences
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de 'estimateur de Hill :

. 1,
k(r,) = min{k € {2,...,n} : A iz A =i > ral, (2.20)
ou 7, les seuils constituent une séquence qui est d’ordre supérieur que (loglog n)% et

e 1
d’ordre inferieur que nz.

Le paramétre de seconde d’ordre p est remplacé par une valeur fixée py dans cette méthode,
pour fixer pg = —1, la méthode de Dress et Kaufmann est résumé dans les trois étapes

suivantes :

Etape 1 : soit r,, = 2.5 * 4 x n%?® avec 41 = ’yQH\/ﬁn.

Etape 2 : obtenir /(r,,) si la condition max iz Hﬁl — | > r, est satisfait pour certains
<i<kn ' ’

k, puis passer a I’étape 3 , sinon assigner 0.9 x r,, a r,, et répéter I’étape 2.

Etape 3 : pour € € (0.1)(en particulier ¢ = 0.7) déterminer

——) 1= (2.21)
ou [a] désigne le plus grand entier inferieur ou égale a a.

2.3.4 Approche de Cheng et Peng

L’estimateur de Hill ¢’est I’estimateur le plus connue. Considérons les intervalles de confiance

basés sur "approximation asymptotique normal de I’estimateur de Hill.

Proposition 2.3.1 Supposons que est satisfait et k — oo, % — 0, alors
VEG! = 7) =5 N (0,7), (2.22)

si et seulement si k = 0(n?/0+20)). Puis avec 0 < a < 1 les intervalles de confiance au
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niweau (1 — «) pour l'indice v baseé sur ’approrimation normal sont :

L(a) = (0,4 —i—xaj/”%) (2.23)

et

(2.24)

avec xqy est le quantile d’ordre 1 — 6 de loi Normal standard 0 < 0 < 1.
Nous étudions la précesion de couverture pour les intervalles de confiance I;(a) et Iz(a).

Théoréme 2.3.1 Supposons satisfait et k — oo, % — 0 alors :

P(y € I(a)) =1 —a — ¢(za) {1 ;\/235 (lpcicpp) \/E(%)P} + 0(% + ﬁ(%m, (2.25)
et

Pye L(a)=1-a +O(%

telle que ¢ est une fonction densité de loi Normal standard ou la valeur optimal de k qui

+ ﬁ(%)p), (2.26)

minimise la valeur absolue de l’erreur de couverture pour I1(«) est :

1
{(1+3§53(<11 5,3)6 p}1 nPTP si d>0

1
1
{20 AT 0w i d <0

(2.27)

kopt =

Qui satisfait automatiquement la condition k = 0(n=2/(1=20)) dans la proposition pré-

cédent, en outre la précesion de la couverture optimale pour I(«) est :

(1—2p)
1+222) 2<1 0) S -
1o =2 {USERR R {—dper} oo si d>0
P(y € L(a)) = X p(a)n @ (1 4 0(1)) (2.28)
P
1 —a+0(nei-em st d<0
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Remarque 2.3.1 De (2.27) et (2.28) on remarque que lordre de la précesion du couver-

ture pour I1(«) dépend du signe de la variation réguliére du second ordre .

Théoréme 2.3.2 Comme la fraction de I’échantillons optimal en termes de probabilité de
couverture dépend de quelque quantité inconnue, Cheng et Peng [J] proposent un estimateur

Plug-in, en se concentrant sur l'intervalle de confiance I(cx)

1
2 T ~ 1 ~
{ (M%))}(Hp") nPr @ si 0 >0

by = 35n(1+22ﬁn . A : (2.:29)
{(1+32§a) } R e B 0, <0
ol 2) (1)
Mn2 ( n ) — Z[Mnl ( = )]2
pn = —(log2) " log M WIZ@ 2[ MY (2\/7{:@) 2 |’ (230
n ((\/@))_ [Mn ((\/@))]
o MP () - 2 ()P A
5, = R T (1 ) (VIog ) (2.31)
200 [Mn” ()]
avec
| L& :
M (k) = k Z(log Xn—it1n —log Xnpn)’, j=1,2. (2:32)
i=1
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Conclusion

Les résultats asymptotiques concernant les estimateurs de l'indice des valeurs extrémes
sont obtenus lorsque k£ — oo et % — 0, quand n — ooLa difficulté en pratique
consiste & choisir le nombre d’extrémes k utilisé dans ’estimation. Le choix de k est d’une
grande importance en pratique, lorsque k£ est petit la variance de I’estimateur est grande

et I'utilisation de grande valeur de £ introduit un grand biais dans l'estimation, il s’agit

donc d’effectuer un compromis entre biais et variance.

Dans ce mémoire nous avons donné un apercu général sur les méthodes et approches
existant et traitant le probléme de choix du nombre optimal d’extréme a utiliser dans
I’estimation de I'indice de queue. L’une des méthodes les plus utilisée est celle de Reiss et

Thomas [15] dont il s’agit d’une maniére automatique de choisir £,,; en minimisant

DN | —

1 Bn R .
E Zzﬁ |71,n - med('yl,na -"7'yk7n)| ) 0 S B S

1<k

Reiss et Thomas ont suggéré de minimiser la modification de précédent ;

N | —

1 o A
> (Gin = ), 0 8 <

i<k

Cette méthode fera I'objet d’un travail futur dont on suggére une étude de comparaison

des différentes approches existant avec des applications sur des données simulées ou réelles.
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Annexe : Abréviations et Notations

Les différentes abréVariations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont ex-

pliquées ci-dessous.

(X1,...,X,)  échantillon de taille n de v.a’s.

— convergence en probabilité.

4, convergence en loi, convergence en distribution.
LN convergence presque sire.

cr combinaison

14 fonction indicatrice de ’ensemble A

D(G,) domaine d’attraction

TVE théorie des valeurs extrémes

IVE indice des valeurs extrémes

GEV distribution des valeurs extrémes généralisée
GPD distribution de paréto généralisée

E(X) I'esperance de X

’y,if;) estimateur de Pickands

~(H)

estimateur de Hill
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Annexe : Abréviations et Notations

fonction de distribution de la variable X
fonction de survie

I'inverse généralisé de F

fonction de distribution empirique

densité de probabilité d’un va

fonction de densité de probabilité de Xy,
fonction de densité jointe de X, et X,
indépendantes et identiquement distribuées
famille des lois des valeurs extrémes généralisée
maximum de X, ..., X,

loi normal standard

nombre de statistique d’ordre extrémes
fonction des quantiles

fonction des quantiles empiriques

ensemble des nombres réelles

point terminal de F’

loi de Fréchet

loi de Weibull

loi de Gumbel
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