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Introduction

Le calcul fractionnaire est une théorie des intégrales et des dérivées d’ordre arbitraire
réel ou méme complexe. C’est une généralisation du calcul classique et par conséquent,
conserve de nombreuses propriétés de base. La dérivation fractionnaire fournit plusieurs
outils potentiellement utiles pour la résolution des équations intégrales. Elle s’introduit
aussi naturellement dans la modélisation mécanique des matéraux qui conservent la mé-
moire des transformations passées . D’ou I'intérét particulier porté sur le calcul et I’analyse
fractionnaire pendent ces derniéres décennies.

Bien que le calcul différentiel classique fournit des outils puissants pour la modélisation
d’un bon nombre phénomeénes étudiés par les siences appliquées, ces outils ne permettent
pas de tenir compte de la dynamique anormale que presente certains systémes complexes
rencontrés dans la nature ou dans les interactions de la société. Les résultats expérimentaux
montrent que plusieurs processus liés aux systémes complexes ont une dynamique non-
locale impliquant des effets a long terme. Les opérateurs de dérivations et d’intégrations
fractionnaires présentent des similitudes avec certaines de ces caractéristiques, ce qui en
fait un outil plus adapté pour la modélisation de ces phénomeénes.

Historique :

L’histoire de la dérivée d’ordre non entier s’étale de la fin du 17éme siécle jusqu’a nos
jours. les spécialistes s’accordent pour faire remonter son début & la fin de I’année 1695
quand L’Hospital a soulevé une question a Leibniz en s’interrogeant sur la signification de

d™y

dx™

.. . i
lorsque n = 3 Leibniz, dans sa réponse, voulut engager une réflexion sur une possible



Introduction

théorie de la dérivation non entiére, et & écrit & L’Hospital :"... cela conduirait a un para-
doxe & partir duquel, un jour, on aura tirer des conséquences utiles". Il a fallu attendre les
années 1990 pour voir apparaitre les premiéres "conséquent utiles". La premiére tentative
sérieuse de donner une définition logique pour la dérivée fractionnaire est dit & Liouville
qui a publié neuf documents dans ce sujet entre 1832 et 1837. Indépendamment, Riemann
a proposé une approche qui s’est avérée essentiellement celle de Liouville, et c’est depuis
qu’elle porte le non "Approche de Riemann-Liouville". Plus tard, d’autres théories on
fait leurs apparition comme celle de Grunwald-Leitnikov, de Weyl et de Caputo. A cette
époque il n’y avait presque pas d’applications pratiques de cette théorie, et c’est pour cette
raison qu’elle a été considéré comme une abstraite ne contenant que des manipulations
mathématiques peu utiles. Le passage des formulations mathématiques pures a des appli-
cations, a commencé a voir le jour depuis les années 1990. ou les équations différentielles
fractionnaires sont apparues dans plusieurs domaines tels que la physique, la biologie, la
mécanique...

Ce travail étudie les deux définitions les plus utilisées pour la différenciation fraction-
naire, a savoir les opérateurs fractionnaires Reimann-Liouville et Caputo. L’accent est mis
sur 'opérateur de la Caputo. La définition de Riemann-Liouville joue un réle important
principalement dans le développement de la théorie des dérivés fractionnaires et inté-
grales et pour son application en mathématiques pures. Cependant, les problémes applet
nécessitent des définitions appropriées des dérivés fractionnaires qui peuvent fournir des
conditions initiales avec une interprétation physique claire pour les équations différentielles
de 'ordre fractionnaire. Ceci rend le dérivé fractionnaire de la Caputo plus approprié pour
étre applet.

Ce mémoire se décompose de trois chapitres partagés de la maniére suivante :
Premier chapitre :Les fonctions spéciales comme les fonctions gamma et béta, fonction
Mittag-Leffler sont introduites dans chapitre 1. Ces fonctions sont le plus souvent utilisées

dans le calcul fractionnaire. Les définitions de Riemann-Liouville et de Caputo des dérivés
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fractionnaires sont également données dans le méme chapitre.

Deuxiéme chapitre : La dérivée fractionnaire Caputo est discutée plus en détail dans le
chapitre 2. Un comparaison et Relation avec Riemann-Liouville dérivée fractionnaire.
Troisiéme chapitre : Dans ce chapitre, nous étudions quelques exemples intéressants
de Caputo fractionnaires dérivés de puissance constante, exponentielles, fonctions sinus et

cosinus.



Chapitre 1

Outils de base

1.1 Fonctions usuelles pour le calcul fractionnaire

Dans cette section, nous présentons quelques fonctions spécifiques qui seront utilisées tout
au long de ce mémoire. Ces fonctions jouent un réle trés important dans la théorie du

calcul fractionnaire.

1.1.1 Fonction Gamma

Définition 1.1.1 :La fonction I' d’Euler est une fonction qui prolonge la factorielle aux

valeurs réelles et complezes.

Pour Re(z) > 0 on définie I'(z) par :

+o0o
'(z) = /tz_l exp(—t)dt (1.1)
0
La fonction I' s’étend (en une fonction holomorphe) a C\Z~ tout entier
On aT'(z+ 1) = 2I'(z) et pour n entier on a n! = I'(n + 1), pour plus d’informations sur

la fonction I voir [I]



Chapitre 1. Outils de base

certaines des propriétés les plus importantes sont :

[(1/2) = v/, (1.2)

Gamemax)
=]

i
L I e e i s

A M S —
P
I

Fic. 1.1 — Courbe représentative de la fonction gamma

1.1.2 Fonction Béta

Définition 1.1.2 :Comme la fonction gamma, la fonction béta est définie par une inté-

grale finie. Sa définition est donnée par

1
B(z,w) = /tz_l(l — 1)~ tdt, avecRe(z) > Oet Re(w) > 0 (1.3)

0



Chapitre 1. Outils de base

La fonction de Béta peut également définie en termes de la fonction Gamma

B(z,w) = %avec Re(z) > Oet Re(w) > 0 (1.4)

1.1.3 Fonction Mittag-Leffler

La fonction Mittag-Leffler est nommée d’aprés un mathématicien suédois qui I’a défini en
1903 Cette fonction est une généralisation directe de la fonction exponentielle, exp(z),et

il joue un roéle majeur dans le calcul fractionnaire.

Définition 1.1.3 :Pour z € C, la fonction de Mittag-Leffler E,(z) (notée par M-L )est

définie comme suit :

>0 R 1.5

et la fonction de Mittag-Leffler généralisée E, 5(z) est définie comme suit :
ZF ,a,3>0,a,0 €eR,zeC (1.6)

— ak + )’

La fonction Mittag-Leffler se réduit & des fonctions simples.

Par exemple,
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Chapitre 1. Outils de base

E“(Z):Zr k+1) Zk' = exp(z
k=0
2 2 I n 2ht exp( )—1
Bia() =S - ==
12(2) Zf(k+2) zz k+1) 2
k=0 k=0
o0 o0 Z
B () = Zr 2k +1) =2 o1~ coshiz):
k=0 k:O

1.2 Dérivées et Intégrales fractionnaires

Dans cette section, nous présentons quelques approches de généralisation de la notion de
dérivation et intégration.

Intégration fractionnaire :

Considérons une fonction f définie pour t > «

on pose :

= /tf(w)dx, (I°f)(t) = /t(lf)(U)du: /t(/uf(x)dl’)du (1.7)

en répétant n fois on obtient d’apres la formule de Cauchy

t

(1" f)(t) = ﬁ / (t — 2)" f(a)ds (18)

[0}

en utilisent la fonction I' d’Euler ([1.1]) on aura la définition suivante :



Chapitre 1. Outils de base

Définition 1.2.1 :Soit o € R, ; l'opérateur 1*, définit sur Lq]a,b] par :

(1 f)(t) = ﬁ / (t — 2)* ' f(x)da (1.9)

[0}

pour t € [a, b] est appelé opérateur d’intégration fractionnaire de Riemann Liouville d’ordre
a.

pour « =0, on a :

I°f(t) = f(t)

c-a-d, I° = I est un 'opérateur identité.

Une autre propriété est la linéarité

ICONf(t) +g(t) = M“f(t)+1%9(t), a e Ry, X e C.

1.2.1 L’opérateur différentiel partiel fractionnaire de Riemann-

Liouville

L’idée principale de la dérivation et l'intégration fractionnaire est la généralisation de la
dérivation et d’intégration itérées. Le terme fractionnaire est un terme trompeur mais il

est retenu pour suivre 'usage dominant.

Définition 1.2.2 :sia >0, t > a, a,a,t € R.puis

t

1 d"
/Ldbfc,n—l<a<n€N,

Dof(t) = { Lln—a) %a (t — z)otl—n (1.10)
% (1), a=neN,
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D’autre part, si & < 0 on note par D*f(t) = [~*f(t), la définition peut etre aussi appli-
quiée et D f(t) existe pour f une fonction continue sur [0, +oo|.

Cette dérivée d’ordre fractionnaire peut etre aussi définie par la formule suivante :

Df(0) = G {170}

Exemple 1.2.1 :La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’une fonction constante.
En général la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’une fonction constante.ni nulle

ni constante.

On a:
C

POy

(t—a) .

La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’une fonction f telle que : f(t) = (t — a)®

Soit a non entier et 0 <n —1< a<n avec > —1, alors on a :

@ —aﬂz;t — )" Y — a)Pdx
Dt =) = e [ (= 2w — )

a

En faisant le changement de variable x = a + s(t — a), on aura :

1
1 d”
DY(t — B: n+6 a/ nafl 6d
(t=a) I'(n—«) dt” o
0

d’aprés (1.3)) on a :

'n+p—-—a+1)B(n—a,B+1)

DMt = a) = R a D)

(t —a)™

10



Chapitre 1. Outils de base

et de (1.4) on a :

I'n+p—a+1I'(n—a)'(6+1)

= (t —a)’
I'n—a)l(B—a+1)I(n+5—a+1)

_ F(B + 1) (t _ a[)ﬁ*a

CT(B—-a+1)

Pour a=0.5,8=0.5 eta =0, on aura

DO5405 _

1.2.2 L’opérateur fractionnaire de Caputo

Bien que la dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville a jouée un roéle important
dans le développement du calcul fractionnaire, plusieurs auteurs y compris Caputo (1967 —
1969) ont rendu compte que cette définition doit étre révisé, car les problémes appliqués
en visco-élasticité, mécanique des solides et en rhéologie, exigent des conditions initiales
physiquement interprétables par des dérivées classiques, ce qui n’est pas le cas dans la
modélisation par ’approche de Riemann-Liouville qui exige la connaissance des conditions

initiales des dérivées fractionnaires.

Définition 1.2.3 : suppose que o > 0, t > a, a,a,t € R. La dérivée fractionnaire de

Caputo est définit par :

1 )
dr,n—1<a<né€eN,
Dof(t) =4 Lln—a) / (t —z)arton D (1.11)

_f(t)7 QZHENa

11



Chapitre 1. Outils de base

Exemple 1.2.2 :La dérivéée fractionnaire de Caputo d’une fonction constante est nulle ;

R B Lt
D f(t) - F(n _ a)a/(t _ x)a+1fn

1 0
“Tno a)/(t — )i =0

a

La dérivéée fractionnaire de Caputo d’une fonction f(t) = (t — a)?

Soit o non entier et 0 <n—1<a <n avec B >n—1, alors on a :

7o) = F(;(f j; —131) (o= o)™
d’ou
a _aﬂ: F(B+1) / —{L‘n_a_ll'
Dt =a) F(n—a)F(ﬁ—n+1)/(t e da.

a

En faisant le changement de variable v = a + s(t — a), on aura :

1

« _ F<6 + 1) —« n—a—1_pg—n
D(t_a)ﬁ_F(n—a)F( E— (t —a)? /(1—3) s97"ds

1)
T+ pB-—a+)I(n—a)l(8+1) (t — ayi-o
CTn—a)l(f—a+1)(n+B—a+1)
:M(t_a)ﬁ—a
['B—a+1)

La dérivéée fractionnaire de Caputo d’une fonction f(t) = t°

L(B+1) ,8—a .
Datﬁ — F(B*aJFl)t ’ ﬁ - o 1

O?ﬁéa_l

12



Chapitre 1. Outils de base

Exemple 1.2.3 :On prendre que a =0, « = 1/2, (n = 1), f(t) = t. puis nous appliquons

la formule on a donc

d’aprés (1.2)) est on a

On pose que
uw=(t—x)/?

donce

ainst, il détient

NG
D2t = 2Vt (1.12)
Nz

Remarque 1.2.1 Parfois, les symboles D& f(t) et D f(t) sont utilisés respectivement
pour le dérivé fractionnaire de Riemann-Liouville et de Caputo. a et t sont appelés termi-
nauzx (inférieurs et supérieurs correspondants), les symboles D f(t) et D2 f(t) sont adop-

tés.

13



Chapitre 2

Dérivation fractionnaire de Caputo

Les problémes appliqués demandent des définitions des dérivées fractionnaires autorisant
I'utilisation des conditions initiales interprétables physiquement, les quelles contiennent
f(a), f'(a)etc.... Malgré le fait que des problémes aux valeurs initiales avec de telles
conditions initiales peuvent etre résolus mathématiquement. La solution de ces problémes
a été proposée par M.Caputo(dans les années soixante) dans sa définition, qu’il a adapté
avec Mainardi dans la structure de la théorie de visco-elastiques. Donc on introduit une

dérivée fractionnaire qui est plus restrictive que celle de Riemann-Liouville.

2.1 Propriétés fondamentaux

Remarque 2.1.1 L’opérateur D", n € N utilisé dans les sections suivantes est [’opérateur
de différenciation d’ordre entier
dTL

standard, c-a-d, D" = —

dtn’

a.Représentation

Lemme 2.1.1 Soitn—1<a <n,n €N, a € R et soit f(t) telle que DS f(t) existe,

alors :

14



Chapitre 2. Dérivées fractionnaires de Caputo :

D2 f(t) = I" D" f(0). (2.1)

Cela signifie que l'opérateur fractionnaire de Caputo équivaut a l'intégration (n — «) aprés
une différentiation d’ordre n. L’équation (2.1)) découle de I’équation ([1.11]).
La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville est equivalente & la composition des mémes

opérateurs( intégration (n—«) et différentiation d’ordre n) mais en inversant I’ordre, c-a-d,

Def(t) = D"I"f(¢). (2.2)
De (2.1) et (2.2)), et comme I"~*D™ # D" “ on a le résultat suivant.

Proposition 2.1.1 Les deux opérateurs fractionnaires de Riemann-Liouville et de Caputo

ne coinsident pas, c-a-d,

Df(t) # DIf(1)

On verra dans la suite que pour une classe de fonction bien definie les deux opérateurs

sont identiques.

15



Chapitre 2. Dérivées fractionnaires de Caputo :

b.Interpolation

Lemme 2.1.2 Soitn —1 < a <n,n € N, a € R et soit f(t) telle que DS f(t) existe

alors, on a les propriétés suivantes pour 'opérateur de Caputo

lim DY f(t) = f™ (), (2.3)
Clim DYf(1) = U () - f70(0).

Preuve. La preuve utilise I'intégration par parties.

D f(t) = ! / () dx

’ I'(n—a)) (t—ax)ti-n
1 ()= .
_m _f()(x) / fort) ) t—ay
- m FrE + /f(nﬂ)(x)(t — )"

0

Maintenant, en prenant la limite pour « — n et &« — n — 1, Respectivement, il s’ensuit

Jim D2F(t) = (f7(0) + f (@) [rmo= f™ (1)

et

lim DW(%—UW®ﬁ+ﬂM@W—xDio—/—fwwﬂw

a—n—1
0

_f(n 1)( ) =0
= [0 () = fD(0).

16



Chapitre 2. Dérivées fractionnaires de Caputo :

Remarque 2.1.2 Pour l'opérateur différentiel fractionnaire Riemann-Liouville, la pro-

priété d’interpolation correspondante lit

lim D*f(t) = f*™(t), (24)
lim Df(t) = fU@).

c.Linéarité
Lemme 2.1.3 Soitn —1 < a <n,n € N, a,\ € C et soient les deux fonctions f(t)
et g(t) telles que DS f(t) et Dg(t) existent. La dérivation fractinnaire de Caputo est un
opérateur lineaire , c-a-d,

DE(Af(t) +g(t)) = ADZf(t) + Dig(t). (2.5)

Preuve. On a

D2 f(t) = " D" (¢).
D) + g(t)) = I DAS(t) + g(0)

= A" D(f 4 g)(1)]

Comme la dérivée n — eme et l'intégrale sont linéaires alors,

DEO(t) + g(t) = A" D" f(t) + I"~*D" (1)

= ADIf(t) + Dlg(t).

17



Chapitre 2. Dérivées fractionnaires de Caputo :

d.Non-commutation

Lemme 2.1.4 On suppose que n — 1 < a <mn, m,n € N, a € R et soit la fonction f(t)

telle que DS f(t) existe, alors :

DID™f(t) = Dy f(t) # D" DYf(t). (2.6)

Corollaire 2.1.1 Supposons quen —1<a<n,f=a—(n—1),(0< g <1),neN,
a,feR

et soit la fonction f(t) telle que DS f(t) existe, alors

DIf(t) = DID"7'f(#).

Preuve. On remplace  par a et n — 1 pour m dans (2.5)), alors

DD f(t) = DEFLf(E) = DRV () = D2 £().

Remarque 2.1.3 Pour trouver la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre arbitraire c,
(n—1 < a < n) dune fonction f(t), il suffit a trouver la dérivée de Caputo d’ordre
B =a—(n—1) ot a—(n—1) est un nombre réel compris entre 0 et 1.Par conséquent [’etude
de dérivée de Caputo d’ordre 5 € (0,1) est suffisante pour trouver la dérivée de Caputo
l'ordre arbitraire. De méme l'opérateur de Riemann-Liouville est aussi non-commutative,
i.e:

D™D*f(t) = DT f(t) # D*D™f(t), n—1<a <n,m,n €N acR.

18



Chapitre 2. Dérivées fractionnaires de Caputo :

2.2 Transformée de laplace

Dans cette section on discutera la transformée de Laplace, Une définition générale est
donnée, puis la transformée de Laplace de la fonction Mittag-Leffler. Ainsi, que les derivées
de Riemann-Liouville et de Caputo sont étudiés. Ces résultats sont utilisés pour résoudre

les équations différentielles.

1. Si la fonction f est d’ordre exponentiel @ (c’est a dire qu’ il existe deux constantes
positives M et T telles que |f(t)| < M exp(at) pour t > T ) alors la fonction F' de

la variable complexe s définie par :

+oo

F(s) = L{f(t); s} = / exp(—st) f(£)dt (2.7)

0

est appelée la transformée de Laplace de la fonction f.

2. La transformation de Laplace est la plus applicable aux problémes de valeur initiale

sur les domaines semi-infinis.
3. On peut reconstituerf a partir de sa transformée F' & 'aide de la transformée de
Laplace inverse

c+100

f(t) =L YHF(s);t} = % / exp(st)F(s)ds ¢ = Re(s) > ¢ (2.8)

c—100

Ot ¢y se trouve dans le demi-plan droit de la convergence absolue des intégrales de

Laplace ([2.7). L’intégrale in ([2.8)) est également appelée Bromwich integral.

4. La Transformée de Laplace du produit de deux fonctions f et g qui sont nulles pour

t < 0 est égale au produit de leur transformées de Laplace.

19



Chapitre 2. Dérivées fractionnaires de Caputo :

5. La transformée de Laplace d’une dérivée d’ordre entier est :

L{FO 1) 5} = " F(s) — 35" £09(0) (2.9)
k=0
=s"F(s) — nz_:skf(”_k_l)(O)
k=0

6. On prend a = 0, pour une fonction f qui posséde la transformée de Laplace F(s)

dans le demi plan Re(s) > 0 nous avons :

L{I“f;s} = s *F(s) (2.10)

Exemple 2.2.1 1. Soit la fonction constante :
a sttt >0

ft) =

0 sttt <0

o0

L()(p) = / aexp(—tp)dt = a / exp(—tp)dt = ~fexpl(—tp) [F] = ~2le e 7] =

si Re(p) > 0; car | e |= 1 (bornée) et e ** ne converge a plus linfini que si :

z = Re(p) > 0.
1

3. L(cost)(s) = (pour la démonstration, on applique l’intégration par partie)

1
s24+1
1
4. L(t)(s) = — (on applique intégration par partie :
s

+oo +oo
1 1
/ exp(—st)tdt =0+ —/ exp(—st)dt = =)
s s
0 0
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at

e pourt > 0

5. f(t) =
0 sit<0,a=a+1beC

o0 o0 1
L()(p) = / et = / g = — L[t o
p— «
0 0
1 ) 1
- —— [eft(xfa)efzt(yfb) ’80] - —
p—« pP—«

si Re(p) = = > Re(a) = a.

Proposition 2.2.1 La transformée de Laplace est linéaire on suppose que X\ € R

L{NF(t) + g(t); s} = AL{f(t); s} + L{g(t); s} = AF(s) + G(s) (2.11)

Définition 2.2.1 Lorsque le produit f(x — t)g(t) est intégrable sur tout intérvalle [0, z]

de R, le produit de convolution de f et g est définie par :

(f % g)(z) = / Fx — tyg(t)dt = / g(t)f(x — t)dt (2.12)

Proposition 2.2.2 Si les transformées de Laplace de f et g existent, alors la transformée

de Laplace du produit de convolution vérifie :

L{f(t) » g(t); s} = L{f(t); s} L{g(t); s} = F(s)G(s)

Proposition 2.2.3 -Linéarité de la transformée inverse de Laplace
L7HNf(s) +g(s)ith = ALTH{ f(s);t} + L™ H{g(s)it} = Af(t) + g(t). (2.13)
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Proposition 2.2.4 L’originale de L(f)(p — a) est L7Y[L(f)(p — a)](t) = ' f(t).

-Transfomée inverse de Laplace d’une dérivée

LTH(L() ™5t} = (1) " f (D).

Lemme 2.2.1 -Soitent o, 3,A € R, a,8 > 0, p € N. Ensuite, la transformation de

Laplace de la fonction a deux paramétres de Mittag-Leffer type (1.6) est donnée par

pls@=”

W, Re(s) > |)\|1/0¢ . (214)

L{t"*P LB (£M7); s} =

D’un grand intérét dans cette these est la transformation de Laplace de la dérivée de la

fractionnaire de Caputo de f(t). La déclaration suivante est prouvée.

2.2.1 Transformée de Laplace des dérivées fractionnaires
Transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

En utiliant la propriété de la transformée de Laplace (Dérivation), on arrive a la formule

suivante :

—_

L{Df(t); s} = s*F(s) = p_s"[D* " f(t)l=o (2.15)

0
1

3

S
Lol

=5"F(s) — Y " * DI f(t)];—0, n—1<a<n.
0

=
Il

Transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Caputo
Avec les memes propriétés précédentes, on arrive a la formule suivante :
n—1

LD f(t);s} = s"F(s) = > _s* 1 f#(0), (n—1<a<n) (2.16)

k=0
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Chapitre 2. Dérivées fractionnaires de Caputo :

Preuve. On sait que pour n — 1 < a <n,n € N*, x > 0 alors :

DY f(x) = I"""D" f(x)

On pose g(x) = D™ f(x) donc

D¢ f(a) = " D"g(x) (2.17)

d’aprés ([2.1])

L{D: f(1); s} = L{I"“g(t); s} = s~ "~V G(s)} (2.18)

et G(s) = L{g(t);s} d’aprés on a :

n—1

G(s) = s"F(s) — > _s" "1 f*)(0). (2.19)

k=0

Finalement, en remplacant(2.19)) dans ([2.18)), on obtient :

L{D2F(W); s} = s (s F(s) = 35" f9(0)) = 7P (s) = 321 0(0),

est prouvé ®

Remarque 2.2.1 La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Caputo est une
généralisation de la transformée de Laplace de la dérivée d’ordre entier, ot est remplacé
par o. Il n’en va pas de méme pour la dérivée de Riemann-Liouville. Cette propriété est

un avantage important de l'opérateur Caputo sur l’opérateur Riemann-Liouville.
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2.3 Comparaison avec ’opérateur de Riemann-Liouville

Dans cette sous-section, on donne une comparaison entre les dérivés fractionnaires de

Caputo et de Riemann-Liouville.

1. L’avantage principal de ’approche Caputo est que les conditions initiales des équa-
tions différentielles fractionnaires avec dérivées de Caputo acceptent la méme forme
comme pour les équations différentielles d’ordre entier, c’est a dire, contient les va-
leurs limites des dérivées d’ordre entier des fonctions inconnues en borne inférieur
T =a.

2. Une autre différence entre la définition de Riemann et celle de Caputo est que la

dérivée d’une constante est nulle par Caputo par contre par Riemann-Lioville elle

C
est ———(z —a)™ .
ra- a)< )
Dflerers sron Intep seaen D beabetion Eiarvie
A f S S S S A 1
'_"-,' m-0:0.7 L
Im-o:0.7
(b) .
m e—— K
Jeutidgee éSpr
1 aJ’i
[ Lk
Représentation graphique de dérivée de Riemamn Représentation graphique de dérivée de Caputo

3. Graphiquement, on peut dire que le chemin suit pour arriver a la dérivée fractionnaire
au sens de Caputo est également l'inverse quand on suit l'autre sens (Riemann
Liouville) comme le montre la figure, c’est a dire pour trouver la dérivée fractionnaire
d’ordre @ ot n — 1 < a < n par I'approche de Riemann-Liouville, on commence
d’abord par l'intégration fractionnaire d’ordre (n—«) pour la fonction f(z) et puis on

dérive le résultat obtenu a I’ordre entier n, mais pour trouver la dérivée fractionnaire
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Chapitre 2. Dérivées fractionnaires de Caputo :

d’ordre o ot n — 1 < o« < n par "approche de Caputo on commence par la dérivée

d’ordre entier n de la fonction f(z) et puis on 'intégre d’ordre fractionnaire (n — «).

Propriété Riemann-Liouville Caputo
Répresentation | D*f(t) = D"~ f(t) Def(t) = I"“D"f(t)
Interpolation lim Df(t) = f™ () lim D f(t) = FO(t)
lim Df(t) = f0(2) im DEf(t) =
fFrD(@t) = fD(0)
Linearite DA () + g(t) = DEAf(t) +9(t) =
ADf(t) + D%g(t) ADZf(t) + D2g(t)
Non-commutation | D™D f(t) = DED™f(t) =
D f(t) # DD™ f(t) Dy f(t) # D™Dy f(t)

T-Laplace L{D>f(t);s} = L{D¢f(t);s} =
5 sk[DaF=1 £ (1) s*F(s) — Zsa_k_lf(k)(O)
k=0 k=0
De(f()g(t))
Regle Leibniz D*(f(t)g(t)) = () (DR f(1)g™ (1)
> (D (1)g ) Y = (7000 90)
k=0 k=0
f(t) =c=const | D% = mt*a # 0, c=const | D¢c =0, c = const

Tableau 1 :Comparaison entre Riemann-liouville et Caputo
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Chapitre 2. Dérivées fractionnaires de Caputo :

2.4 Relation avec opérateur de Riemann-Liouville

Théoréme 2.4.1 Soitentt > 0, « € R, n — 1 < a < n € N. supposons que f est une

fonction telle que

n—1 k—a
DEF) = D10 = Y pg g —ay VO (220)

Preuve. On considére le D.L en série de Taylor de la fonction f au point t =0

2 3 tn—l

)= SO+ ££0) + £ (0) + 570+t s FOV0) 4 R

) + Rn—1>

F(k+ )f(k(

n
k=0

Ou, compte tenu aussi (1.8)

/fn) o i) L/f(n)(x)(t—x)"_ldx:f”f(n)(t)'

—1)! ['(n)

Maintenant, en utilisant la propriété de linéarité du dérivé fractionnaire de Riemann-

Liouville, le dérivé fractionnaire de Riemann-Liouville de la fonction de puissance, les
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Chapitre 2. Dérivées fractionnaires de Caputo :

propriétés de I'intégrale fractionnaire et de la formule de représentation (2.1))

bryt) (ZF k+1 (0) + B 1)

otk
- Z%f@((}) + DRy

L(k+1)  th
= ®(0) + DI f (¢
Zr F—arDTGhL OFD)

— () n—a ¢(n)
—ZF a0

= ZF o/ O+ D).

Donc

Corollaire 2.4.1 La relation entre les dérivées fractionnaires de Caputo et de Riemann-

Liouwville définie par la formule suivante :

n—1
D2 f(t) = D° (f(t) - Ztk—f<k><o>> -

k=0

Preuve. Pour démontrer la formule, on utilise la relation de la dérivée fractionnaire de

Riemann-Liouville et la la propriété de linéarité de I'opérateur de Riemann-Liouville i.e :

DO = D10 = Yy = O
= D50~ S0
~pr (f(t) Pt (o>>
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[ ]
La formule de Leibniz pour la derivée de Caputo est peu discutée dans la littérature, le
corollaire

suivant découle du théoréme 2.4.1

Corollaire 2.4.2 (La régle de Leibniz) Soitt >0, a € R, n—1<a<neN. Si f(7)

et g(7) et tous ses dérivés sont continus dans [0,t] puis les cales suivantes

prisge) = 32(3) 0000 - S 0P ). 22

k=0

Preuve. On applique consécutivement la relation (2.20)et la Regle de Leibniz pour la

dérivée de Riemann-Liouville

o0

D(7@9(0) = Y- () 04 1(0)g )

k=0

Apres, la régle de Leibniz pour la dérivée de Caputo est obtenue :

DEF(09(0) = D7 O9(0) = Ly — 5 (0l 0)
2 (&) o rna0 - > 1 Os) )
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2.5 Quelques propriétés des dérivées fractionnaires

2.5.1 Linéarité

La différentiation fractionnaire est une opération linéaire :

D*(\f(t) + png(t)) = AD*f(t) + pD%g(2).

ou D® désigne n’importe quelle approche de dérivation considérée dans ce mémoire.

2.5.2 Reégle de Leibniz

Pour n entier on a :

00 =3 (1) 10

La généralisation de cette formule nous donne :

o0

D(@9t) = Y- ()0 0D Hgt0)

k=0

D% est la dérivée fractionnaire au sens de Griinwald-Letnikov et au sens de Riemann-

Liouville.
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Chapitre 3

Exemples des dérivations

fractionnaires

Dans ce chapitre quelques exemples de dérivées fractionnaires sont discutés, comme la
fonction constante, puissance et la fonction exponentielle tout comme les fonctions sinus
et cosinus. Les dérivéees fractionnaires de Caputo de ces fonctions sont étudiées, quelques
preuves qui ne se trouvent pas dans la littérature sont proposées et comparées avec la

derivée de Riemann-Liouville.

3.1 Fonction Constante

Du point de vue physique, il est resonable d’avoir la derivée fractionnaire d’une constante

égale & zéro. Or comme, on I’a vu plus haut, pour 'opérateur de Riemann-Liouville on a :

D% = ﬁt“ # 0, ¢ = const.

Ainsi, la propriété suivante est un des avantage de la dérivée de Caputo par rapport a celle

de Riemann-Liouville
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Lemme 3.1.1 La dérivée fractionnaire de Caputo pour la fonction constante est égale &
2éro i.e :

D¢c=10, c=const.

Preuve. Soit 0 <n—1<a<n,n €N, ien > 1. on applique la définition de la dérivée

de Caputo 1} et puisque la n — ieme dérivée ¢™ (n € N, n > 1) est égale a 0, il suit

D° 1 i dr =0
*C_F(n—oz)/(t—x)a“—" =y

3.2 Fonction Puissance

Comme la fonction puissance est d’'une grande importance alors, on examinera de plus

prés sa dérivée fractionnaire. Rappelons le développement de Taylor

f(t) = f(0)+tf'(0) + ;—Z,f (0) + ;f<3>(0) + ...

On sait que la dérivée fractionnaire de Caputo est linéaire. Alors si D2t est definie, alors
la dérivée fractionnaire de Caputo d’une fonction arbitraire peut étre représentée de la
maniere

suivante :

D f(t) = Dfi%tk = iwmt’“. (3.1)

k=0 k=0

Enoncons d’abord la dérivée de Riemann-Liouville d'une fonction puissance, soit le théo-

réme suivant
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Théoréme 3.2.1 La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o > 0 avec

n—1<a<n d'une fonction puissance f(t) = t? pour p > 0 est donnée par :

F(p+1)

Dop = — L
I'p—a+1)

e n—1l<a<n, p>n—1, peR (3.2)

Preuve.

t

1 d" o1
Sy R USES
I'(n—a) dt”/( z) o

0

Do =

En faisant le changement de variable z = At,

on aura :
t
pop—_ Lt & / (H(1 — A))"==T (\)PtdA
I'(n—a)dtr
0
1 ar /
- - 7 4n—oatp _ n—a—1yp
i /(1 A)a= AP
0
_Tn—a+p+1)Sn—ap+ 1)tp_°‘
I'(n —a)
_ 'n—a+p+1)I'(n—a)l'(p+1) pp—a
'n—a)l'p—a+1)’'(n—a+p+1)
_ T+l .
'p—a+1)
]

Théoréme 3.2.2 La dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre o« > 0 avecn —1 < a <n

d’une fonction puissance f(t) = tP pour p > 0 est déféinie par :

r 1
ﬂtp_o‘:l)“tp, n—1l<a<n, p>n—1, peR.
pop = Tlp—a+1) (3.3)
0, n—1<a<n p<n-—1, pekR
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Preuve. La preuve si le second cas (D2t =0, n—1<a<n,p<n-—1,p&N)suit le
modele de la preuve de la différenciation de la fonction constante, puisque (t?)™ = 0 pour
p <n-—1,p, n € N.Le cas le plus intéressant est le premier. Il peut se démontrer dans
les deux maniéres suivantes directement, en utilisant la définition du dérivé fractionnaire
de la Caputo (1.11]) et les propriétés des fonctions gamma et béta, et indirectement, en
utilisant la relation entre les dérivés de Caputo et de Riemann-Liouville ainsi que le
dérivé fractinal de Riemann-Liouville de la fonction de puissance . Soitn—1 < a < n,
p>n—1peR.

a) La méthode directe

DtP = n—a/ a+ln dx
T(p+1) - 1
nt n—« d
n—a/F —n+1 )t —x) v

et en utilisant la substitution z = At, 0 < A <1

I'(p+1)
Detp — p+ / P~ ((1 — A)t)" L\

F'n—a)l(p—n+1

T(p+1) 1

p + p—a -n n—a—1
AP — A d\
F'n—a)l(p—n+1) / ( )
0

P *B(p—n+1,n—«a)

B I'(p+1) poal—n+1DI(n—a)
" T(n—a)l(p—n+1) F'p—a+1)
_ T+l .

I'p—a+1)

b) La méthode indirecte :
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n—1
tk—a
oayp . agp s rgan(R)
Dot? = D*P ZF(k—l— 1—a) ()™ |i=o,
k=0

En prenant en compte (t?)*) |,_o=0, pour k <n—1<p

n—1 _
Do = e e S

I'p—a+1) _OFk—l—l—a
_ Tl+D)
Fp—a+1)

Remarque 3.2.1 Pourp > n —1 la dérivée fractionnaire de Caputo de la fonction puis-

sance (3.3)) est une généralisation de la dérivée d’ordre entier de la fonction puissance.

Rappelons que :

()™ = (pt" )"V = (p(p — )" = L =plp—1)..(p—n+ "

I'(p+1) _
—_WT o peN peR
T(p—n+1) p

Remarque 3.2.2 pour n = 1, c-a-d, 0 < a < 1. Alors, la derivée de Caputo et de

Riemann-Liouville coincide i.e :

D" = D p>0,p € R.

Exemple 3.2.1 Supposons que o € R mais a« ¢ N (« est l'ordre de différentiation). Deux
exemples sont considérés o savoir les dérivées fractionnaires des fonctions t? et t, c-a-d,
p =2 et p=1 respectivement.

premzier cas : p = 2

On considére la fonction f(t) = t*. Supposons que 0 < o < 1. et on utilise la formule (3.3))
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la dérivée fractionnaire de Caputo de la fonction puissance f(t) = t? est

re+1) . 2,
Dop= =) a2 2l og<n<d,
T T2 —atl) TG-a) asn

Des cas plus particuliers peuvent étre pris en compte pour des valeurs fixes du paramétre
a, par exemple,

a=1/3, a=1/2, et a = 3/4.

Pour o =1/3
D32 — 2-1/3 _ 15/3 ~ 1.3345/3
* I'3—-1/3) I'(8/3) ’
Pour o =1/2
2
DY 27172 3~ 1.5V
* '3 -1/2) Sﬁ\/_ ’
Pour o = 3/4
2
* I'(3—3/4) I'(9/4)
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T
— 0- deriv
— — 1/3-deriv
-—- 1/2-deriv
141 .- 3/4—deriv
— 1 deriv

1 L L ! L L L
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4

Fic. 3.1 — La dérivées fractionnaire de f(t) = t*

Deuxiéme cas : p=1

maintenant, considérons f(t) =t. Pour ce cas l’équation (3.3|) entraine que

r'a+1 1
DOét — —tl—Oé — —tl—Oé‘

* I'l—a+1) ['2—-a)
Donc pour o =1/2

< "TTE2-1/2) Jro
pour v =1/3

r'a+1 _ ['(2)
DY/3t = P8 = 2L 28~ 11073
* r1-1/3+1) I'(5/3)

pour a = 3/4

(1+1) I'(2)
D34 — - 123 ~ 1.10¢1/4
" T(1—3/4+1) T(5/4)
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— fit)

— — 14-derv
-—- 2l4-derv ~

35 ... 34-deriv > b
— 1-deriv -

0.5- o .

F1G. 3.2 — dérivés fractionnaires de f(t) =t

3.3 Fonction exponentielle

Apres avoir discuter les dérivées fractionnaires de la fonction puissance, considérons la

At I

fonction exponentielle e application de 'opérateur de Caputo donne le résultat suivant.

Théoréme 3.3.1 Soita e R, n—1<a<n,néeN, \eC. lors la dérivée fractionnaire

de Caputo de la fonction exponentielle est de la forme

N & >\k+ntk+nfa B
DoeM = ZF it o) AU E a1 (ML), (3.4)

k=0

ou E, 5(%) est la fonction & deux paramétres du type Mittag-Leffler.

Preuve. Pour la preuve de ce théoréme, on utilise la relation entre les dérivées frac-
tionnaires de Caputo et de Riemann-Liouville (2.21)), et aussi il faut calculer la dérivée

fractionnaire de Riemann-Liouville de la fonction exponentielle et

DaeM = t_aELl_a()\t)
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Alors, pour la dérivée fractionnaire de Caputo, on a :

n—1
tk—oe
DY At — D~ At Aty (k) 0
x© ¢ ZF(k—l—l—a)(e )7(0)
k=0
n—1 tk—oz
B 2T IN 0 1) [ S —
;_OF(/{ +1—a)
i \Fp—a n-1 \Fh—a
T(k+1-0a) “=T(k+1-a)
o /\ktk—a
B ;F(k +1—a)
)\k+ntk+n—a

M8

F'k+1+n—a)

B
Il

0

MO e (M),

I
>

|

Cas particulier

Pour A = 1 quelques graphes des dérivées fractionnaires de la fonction e’ sont représentés.
On remarque que ces dérivées fractionnaires sont comprises entre les fonctions e’ et ! — 1.
En général, la fonction exponentielle et ses dérivées ont la méme forme. Pour A = 1, le
coté droit de I’équation (3.4) ne dépend pas de n mais juste de n — . On peut en tirer la

conclusion suivante.

Proposition 3.3.1 Soitn—1<a<netsée€Z, s>—n. Alors

o t a+s t
Die" = D} e

Cela signifie en fait que pour calculer la dérivée fractionnaire de Caputo de la fonction
exponentielle, seule la valeur aprés le point décimal de 'ordre de différenciation est im-

portant.
Par exemple, pour a = 0.8, « = 1.8 et a = 7.8 on obtient le méme résultat, a savoir
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DOSet = DISet — DTSet — {’/ZELl_Q(t).

On outre, les dérivées fractionnaires d’ordre a,n — 1 < a < n de la fonction exponen-
tielle sont "en mouvement" de ¢! — 1 a e', En utilisant (3.4)), les limites lim,_.,, D" et
lim, ., 1 D% peut étre evaluées exactement.

En effet, pour n € N on a

lim D' = lim t" " “F} ,_a41(t)

a—n a—n

= El,l = Gt

= D"t

lim Dfe' = lim " “Ei, ap1(t) = tE15(t)

a—n—1 a—n—1

S
tkz_; T(k 1 2)
e thrl
T(k+2)
tk
T(k+1)

(]

k=0

NE

i

1

=e' —1=D"e" — D" | .
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3.4 Fonctions sinus et cosinus

Deux autres fonctions qui apparaissent trés souvent sont les fonctions sinus et cosinus.
Le comportement des dérivées fractionnaires de Caputo appliquées a chacune d’elles est

discuté dans cette section.

Théoréme 3.4.1 Soit A\ € C,a e R,ne N, n—1<a<n. Alors

1
D¢ sin A\t = §i(z’)\)”t"*a(E1,n,a+1(z')\t) — (—1)"Ey p—at1(—iAt)). (3.5)
Preuve. On utilise la représentation suivante du fonction sinus

) eiz _ e—iz
sing = ————, 2 € C.
21

Maintenant, en utilisant la propriété de linéairité de dérivée fractionnaire de Caputo et la

formule (3.4)) pour la fonction exponentielle, on peut montrer que :

iX o —iXt
Dosinxt = eS¢
21
1 4 4
— %(Dfemt . Dfefz)\t)
1
2

]'- Sy \Npn—o N n 1
= —§Z<Z>\) t (El,n7a+1(2)\t> — (-1) ELn,aJrl(—Z)\t)).

((i/\)ntn_a (El,n—a—i—l (i/\t) - (_i)‘)nELn—a—i—l <_i/\t))

[ |
De la méme maniére, on recoit une formule pour le dérivé de la fonction cosinus de Caputo.

La représentation correspondante est

eiz +e—iz
o8z = ———) 2 e C.

Le résultat correspondant pour la fonction cosinus est formulé dans I'instruction suivante.
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Chapitre 3.Application de dérivés fractionnaire de Caputo

Théoréme 3.4.2 Soit \ € C,a e R,ne N, n—1<a<n. Alors

D¢ cos A\t =

1 S\ \nan—a . n .
5(@)\) t (El,n—a—l—l(Z)\t) + <—1> E17n_a+1(—l)\t)).

(3.6)

Tous les principaux résultats du chapitre 3 sont résumés dans le tableau 2. Les condi-

tions pour lesquelles ces formules sont détenues ne sont pas fournies dans le tableau pour

simplifier mais peuvent étre trouvées avec cahpitre 3.

Fonction

()

Dérivé de caputo DS f(t)

Fonction constante

f(t) = c = const

Fonction de puissance

[ty =1

Dg¢c=0
r 1
ﬂtp*a:Datp, n—1l<a<n,p>n-—1, peR.
pop = Tlp—a+1)
0, n—1<a<n, p<n—1, peR.

Fonction exponentielle

f(t) = e

Dae)\t B io: )\k—l—ntk—i-n—a
U 4~T(k+1+n-a)

k=0

= )\ntniaELn_oH_l ()\t)

fonction sinus

f(t) =sin Xt

1
D sin At = Si(iA)" " (By-a1 (M) = (1) Bip-ai(—iX0))

fonction cosinus

f(t) = cos At

D¢ cos At = £ (iN)"t" (B p—at1(iAE) + (—1)"E1 j_a41(—iAt))

Dérivés de Caputo des fonctions utilisées
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Conclusion

Dans ce mémoire nous avons donnée un a percu de calcul fractionnaire a partir de
quelque fonctions Gamma, Béta et Mittag leffler.
Et puis on étudions la dérivée de Reimann-Liouville et Caputo (Définition,Propriétes) et
on comparons entre les deux.

Enfin, On applique la dérivée de Caputo sur les fonctions usuelles.
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Les différentes abréVariations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont ex-

pliquées ci-dessous.

r La fonction Gamma

I6] La fonction Béta

erf La fonction d’erreur

E, La fonction Mittag-Leffeler.

D~ L’opérateur fractionnaire de Riemann-Liouville.
D¢ L’opérateur fractionnaire de Caputo

L{f(t);s}  Transformé de Laplace
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